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Exercise М°1 D 1) с), 2) b), 3)а),  4)c) 5)b) ,6) b), 7) a)ii. bn. 
II) 1) Vrai, 2) Vrai, 3) Vrai, 4) Faux 5)Faux . 
Exercice №2 lim 4x?-2-x- lim EN а, 

po X E2-EX 


(а +х+1-у/г+3)(/#+х+1+[2+3) x2 


li Jxtx -vx 3- lim = lim -=A 
Gw. ron Jxt xl x3 mm xt х+1+]х?2+3 








d 2) e 12 
са i 2 2 Sin 2 
= lim = М 5. nm ect lim x? ol? = lim ——_© on pose у=—. Si x tend vers —ee 
Kär 2 xo x x -1 2 х 
па SE - +, P? s 
,alors y tend vers 0, lim х= lim A d (—е°)(1)=—; lim ысу = Dm ee d'oü 
y0 y y хә+= dx x—*o Sms 4 


їп х\ 
„ та (лх-3 ] баш и х 1 
lim sin =—=. lim -zlim————À-—--2. 
acte 4x Мо х9 соѕх-1 së (l1-cosx ge 
x? 2 








Jude Ku М4, e (Vx -Y2) (7-2) 
EE ERE MN re 


= 4/4 = 2.0n а coszx2.-1, alors соѕ(лх) +3+ 2х2 2+ 2x et comme 


lim 


2* 2+ 
x32 x-2 хә? 


"no а 
dei 


lim 2--2x = + donc lim cos(zx)*342x- 


x 


Exercice N°3 1) lim (go, lim (х) = +, lim f(x) = —, lim Хбх) = +. 


x “у. 
2 





- lim 





La courbe (C) admet au voisinage de + une asymptote oblique d'équation y = 2x +1. 


ft 


Ainsi lim. I9. 2 et lim 1 (70) – 2x) =1.Га courbe (C) admet une tangente horizontale au point d'abscisse 


f x)-f (D. pel H? =A 


x -1 lim 


1, alors f (1) = 0.On a lim: 
2) 


=f (0-0. 


Se 
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3) Si me Lon 0| = 2 solutions ; Si m = 0 = une seule solution ; Si me ]0,4[ = pas de solution. 


Si m=4= une seule solution, Si me bel = 2 solutions. 





; on pose y = x — 1. Lorsque x tend vers 1, alors y tend vers 0. 





Exercice №4 1) lim / (х) = lim sin c 
ge хэ! х— 





. sin'zx . sin'(mytm) ,. sin . 8i i 
Dm — = in шы - Jim E -lim sin Ty = lim Sn TY. [sin my = 0 .Аіпѕі la fonction 
x3 x-1 y0 y0 y y0 y y—0 Ty 
n? zx 
T - zl qu: 
g définie par 80) = =] m Шы est un prolongement par continuité de f en 1 
«(у= =0 





2) limi) im ( —- S -COSX— -3]- im n) un Lacosa 220081 24. 
0 x2 cos ra xX? cosx х0 х“ COS X 2 


ф(х) EE) si re ZZ 


1 
q(0) = 2 





Donc la fonction ф définie par 


est le prolongement de f en 0. 
. |x-2]-1 ,. x-2-1 ' E 

3) lim g(x) = lim ————— = lim—— —— = 1 donc la fonction y définie par : 
x3 хәз х—3 хәз x—3 


x—2|-1 
jon Lak иез est le prolongement par continuité de f en 3. 
y(3) 21 
Exercice №5 1) Pour tout ze IR. опа: -1X соѕх<1 donc-1-4-3x € f (x) < 1+ 3x.Comme 
lim 1+3х= —оо donc lim f(x)2-e. Опа lim- 1+3х= + donclim f = +оо. 


2) f définie continue et eebe sur IR . On af (x)z3-sinx . 
Or -1€-sinx = 2<3-5іпх pour tout xe IR . Donc f (x) » 0. 


f continue strictement croissante sur /R , donc f (IR) = Jims (х), lim f w| = 


Comme 0e IR et d aprés théorème des valeurs intermédiaires il existe un unique oe (8 tel que f (a) = 0.0r 


(|+ Е an ene D Za 
6 И 6 


( х2+х £24xJ(Vx?ex +2-х) 


Exercice N°61) lim J|x?4x -2-x = lim 
achte ctae (Ух?+х +2 +х) 


ed 


: x42 5 1 
= lim -= = lim —— = 
к=? +2+х tf ] 9 2 
х|,1+—+——+1 
X x 
2 
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2) Pour tout xE |=, „опа —1< coszzx < 1= х—1< x coszzx € rt) op Pour tout xe ]-e»1[ x -1<0 


1 
SS 1. Donc lim 7 іт n /(х)<1:> lim f(x)=1. 
— pfe eee 


ы х+1 e (х+соѕлх) 


sch 
3) х Э лх estcontinue sur Los et x — cosx est continue sur /R donc la fonction 


x-1 


x — соѕлх est continue sur ]-e»,I[ . On a x — x est continue sur |ә, 1f done x — x coszzx est continue 
sur |, I[ Dr x — х—1 est continue sur Lo, let х1 0 donc f est continue sur Les (A). 


Continuité sur [1, +=] :On a х 2 х2+х+2 est une fonction polynôme continue sur /R et en particulier 
2 
Lee 
sur[1, +|. Огх2+х +2= (= ы) үс 0, donc x 2 4x? х+2. est continue виг[1,+=|[. 


Ainsi f :x — x? x 2—x est continue sur[1, +| (В). 


Н 7 m 7 = Я 
lim fos liq m п 21717 созд. Шш 
хә хә x- 


x x- x1 


Continuité à gauche en 1 : enmt 
x= 
On pose y = x- 1, lorsque x tend verst, alors y tend verso . 


1+ cum = 
COS ZX En о па) оло, 
y20 лу 


lim Sm 1+со$(л y +7) 


хә, xl Lac? у 2907 2 


Donc lim f (х)=1+0=1=/ (1) =-/1+1+2—1 et donc f est continue à gauche en 1(С). 
D’après (A),(B)et (C) f est continue sur /R. 


=”. Тум, к - - 
4) a) f (0) = -1, [5] SCH Ainsi f est continue sur HA et f(0)f E <0 , donc d’après le théorème 


des valeurs intermédiaires il existe au moins oe Ed tel que f (2) = 0. 


а +соѕла 
zl 


Or sin? za 2 1- cos" ла => |sin zo] = V1— cos? ла et comme sin za « 0 donc sin ræ = 1-0? . 


л 
5) x — cosx est continue sur |o d et pour toutx € |o d cosx +0 etdonc x — 


һ)@є ЕЕ EE inae «o. Опа (0) =0 = =0 & cosza--a. 





1 : 
est continue sur 
sx 





1 
102. D'autre part, опа € IR pour tout хє l et comme f est continue sur IR donc 
COS X 


х ә/( | | est continue м0. 
cosx 2 


Continuité à gauche en ^ 





3 
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3 m 
c)g(a3)20 2a? +02-1=0 = о? = A 
i-e Ch 
Qr 2 1l-0^-20?t2 0*3 er, 1 
deg ens. cie c a 
3a За ба ба б 2m 


Exercice №8 1) a) On a, pour tout x € Di, -1< sin < Iz» -x SC <./х Я 
x X 


1 
Or parel ee Keess 
Ж; 


NH D 

3 28, 225. д уа еы ух ab 

x= Be х=]. ZE Sel х= 

b) ш УХ. EE donc lim f(x)20z f(0). Ainsi f est continue à droite en 0. 
x30 y— хэФ E 


lim /(х) = lim 4x? 2x + x 2 0 = f (0).Ainsi f est continue à gauche en 0. 
x0 raf 
On conclut que f est continue en 0. 


Ух 


c) D’après (*), опа іт SCH lim f(x) < ERA lim f(x) 802 lim /(х)=0. 
Х-9 +оо 35 AA xto х-1 xe xm 
lim DEE lim nsn Jeiso- 0.Car lim d L et Im sat zu 


+х) Nx?-2x rx) 
4x?-2x =x 


—-2x —-x? —2x 


= lim —————— - lim 
DE xo xe Woo: uu SA) PAS 


sin адан 
Gs JS (а) (а) (x). 


л(х —1) 
b) limf (х)= lim (W (x))x (VoU (x )). On alimU (x) =0ег lim Vis lz lim VoU (x) 21. 


х2—2х 
Jm (х)= lim 4x?-2x +x = lim | 


х e 





2) а) (М(х) х(Уо0(х)) = (Z) 


х 


D'autre part, on a lim (х) = 2 donc lim f(x) = л et par suite f admet un prolongement par continuité en 
x x 


а(х) = Р(х) si xe IR; \(1) 


1. Ce prolongement est Іа fonction g définie par | 
DO =л 


5 
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Exercice N^ 7 (ai е (х) 2 6x? -2x = 2x(3x 1) | 
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Ona lim = +оо et lim fob donc lim d 
хәл COS X abre 2 259 cos х 


Е et par suite lim EE | Ainsi g 





UR л : л 
est continue à gauche еп 5 et on conclut дие g est continue 3 











b) *) sur h A, g est continue et strictement croissante 





21 Y = = i 
donc g [= i] I Jim g(x), g (3) = БЕУ гог 06 |Б donc l'équation р(х) = 0 n'admet 
pas une solution dans h i| ] | 
| 
3 І -26 | 
)Sur | —,0 | g est continue et strictement décroissante donc g 3 2 (0), 2 3 bo ог | 


cl 


*) Sur [0,+е°[ g est continue et strictement croissante donc g ([0,+[) = [—1,+=°[ Or 0€ [-1,+| donc 


m donc l'équation р(х) = 0 n'admet pas une solution dans E | 





l'équation g(x) = 0 admet un unique solution g. On a g(0) = -1 < 0 et g(1) 22 > 0 donc «e |0,1[. 





12x? +x- _ SL 
х? 3x2 ` 


2)а) го) 50х12 J= 


b) g admet E comme maximum absolu sur |--,0] donc g(x) m V хє |-,0]. 


Ainsi g(x) <0 Y хє Les. 
Si 0<х<а = (0) < g(x) < g(a) (car g est croissante sur [0, +| ).Ропс-1< g(x) <0. | 
Six >@ = р(х)>р(о)=0. | 
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C) sin (z) = (4-7 J- dë ; cette équation admet dans l'intervalle ]1,2[ une solution équivaut à 
x del Ax 

g(x)-320 admet une solution o dans |1, 2| . 

Опа ф:х — g(x)-3 continue sur ]L2[, ф(1) = (1-32 z-3»0et 9(2)- 42 -3«0. 


Donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation ф(х) = 0 admet au moins une solution @ 


dr 


dans l'intervalle ]1,2[ équivaut à l'équation sin DEE admet dans l'intervalle |1,2] une 
solution. 

Exercice № 9 1) Опа x 2 f(x) et x— x" sont deux fonctions continues sur [0, 1] 

donc g, est continue sur [0,1]. 

g,(0g,() = /(0)(/1)—2), or /(х)є [0,2] pour xe [0,1] d'où g,(0)g, (I) <0 et d’après le théorème des 
valeurs intermédiaires il existe au moins un réel a, € [0,1] tel que g,(a,) =0. 

2) a) Soient a et b deux réels de [0,1] tels que a « b, f étant strictement décroissante sur [0.1] 

donc f (a) » f (b). 
a«b a" <b" ©-а" » —b" = f(a)-a" > f(b) - b" Сай g,(a) » g,(b) donc g, est strictement 
décroissante sur[0,1]. 

bis, (Goss fG)-x' .g, G0 РО) х". g, (7g, Gier? 
>g, a(x) Zg, (x), ainsi g, alln) > к „(а„). Or g,4(4,,) = 8,(4,) 0 — 8,4(2,) 2 8,4, (4,4) et comme 
gı est décroissante sur [0.1] et donc a,,, >а, ; la suite (а,) est strictement croissante. 
Exercice №10 1) f, est dérivable sur[O ;1] et f; (x) 9 12x +3х°*+................ -nx*"'»0 


х" е" (1-х) 2 Opour tout xe [0,1]. 





2) f, est continue sur[0,1], f, est strictement croissante sur[0,1]. 

f, (0) 2 -1et f,(0 =п-1 f, (0)f, (D) 21-1 «0, d'où l'équation f,(x) =0 admet une unique 
solution c, є [0,1]. 
3) хє [0,1] егте IN , у(х) f, 0D m (1 xo" a) (ават) e x" >0. 
Done f,,(x)» f, (x) pour tout xE [0,1]. Or ona а, є [0,1] et donc f, (cz, > f, (os). 
Comme f,(a,) f a (@, a) = 0 et f, (0) =a," » 0 donc f, (a,) > f, (05,,) Or Lu est strictement 
croissante sur [0,1] donc @„„ < &,. Ainsi la suite (c, ),.., est strictement décroissante. 


net 
Autre Méthode : fia (a) = f, Q1) + a," së 28 >0.Ог ИС nu 0 donc fanal) > Жн б) S 


6 
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Exercice № 11: 1) g (x) = 


Donc la droite A: y = —2x—1 est une asymptote oblique à Č, au voisinage йе. 
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Comme f, set strictement croissante sur[0,1], donc c, zo... et par suite la suite (a, 2) 0 
décroissante. 


„› eSt strictement 


— d 
^ 20sia, #1. 
EE 


n 





4) Ona (0,) =0 < -І+а +а, *.. o 202-104, : 


+1 
а, Se ntl а, © 


Роиг@„ zl, опа: T ^— halos op, 0. =1-0, et donca, =+% — 
а, п 


1+1 4 п+1 
Douro, =1; ona E va => угаі pour, = 1 .СопсІиѕіоп : pour tout 2 2, опас; = SE 


аа N 
Cx a Ah. o НОИ 


(rea) 








«0 





lim Е(х)=+оо, 





0 
b) lim f (х)—(—2х -1) = lim /х?+2х +x +1= lim. 2-09 ЭШ" И, 


Ae 


3)a)f est continue strictement décroissante sur Los, 2 => f EECHER lim f (x), lim го) = ]-.-2[. 


7 
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m 
ona lim с-ту 


x|— 
3 


et іт tgx=—= lim It ee, 


x| SA X- 
2 2 


et par suite G ,h(x) =2х0=0= (=) i 
-1 
Ainsi h est continue à droite en 
. lim zx E) lim £g(x) = + => lim 1а (ях) = Ae 
aft) E 1 2 
(2 \2 
lim f(x) 212 limA(x) = 2х1=2 = [Б et donc h est continue à gauche SE |, 
+o 1 


2 


1 7 - : : : S 
х а> (zx) est continue sur RÄ et f est continue sur /R donc la fonction h est continue su E : 


Ainsi h est continue su. ga 


Exercice № 13 1) Sixe [n,n*I[, E(x)=n pour toutne IR. 
n£x«n4lentzxetx«ndlen£xetx-1«ne»x-lI«n&x«e х-1< Е(х)< x. 


2) Pour tout x € IR Ads Ке 
х X SE 


$їх>0эл-х<аЕ(®)ял ә 0<л-х&| © |<х. Comme lim х=0, slorstimg-a£ (4) -o. 
х х хэ X 


Six«02 zs к[*|<л-х=х<л-э&[® \<о. Commelimx =0, alors lim f (x) = 0.Conclusion E 
x x 


lim f(x)20. 
Exercice №14 1) On a х E(x) est continue sur /RVZ et comme x — x est continue sur/R donc f est 


continue sur /R\Z . 
Continuité de f en ne Z : 


f(n)2n-(n-ny-n. 
Sixe [п,п+1[ EQ) 2n lim f (x)= limn-(x-ny =п= f(n). 


Sixe [n- L.n| = Е(х) =п-1=> lim f) = lim(n-1) -[x - (n - D = п 2 .f est continue en n équivaut à n 


= п -2 alors 0 = -2 ce qui est impossible Donc f est discontinue en tout point de Z . Le domaine de continuité 


de f est IRAZ.. 


9 
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Comme + ris ]-.-2[ V ne IN" \{1}, alors l'équation. /(x) — n'a pas de solution dans ]-е°,—2[. | 
f est continue strictement croissante sur ]0, +| = f 00) = жа f(x), lim f 2! = |0,+[. | 
Come D Acel V ne № VI, alors il existe un unique réel и, e ]0,+= [| tel дие /(и,) gi On conclut que 
l'équation. f(x) gd admet dans kind une unique solution u, . 


NN DFU) F —-—- 


Donc f(u,,,) € f(u,) et comme f est strictement croissante sur ]0, +| et u, etu 


de JO, Acel. doncu, ,, <и, . Ainsi u est une suite croissante. I 
Heo Exercice №12 :1)a) f У РВЕ sur /R , | 


fos 
Donc f est strictement croissante sur /R . | 


b)2x0-x2—x€ IR, 500-2) = f(-3) e 7.- 


1 
= }(2х0-х)+ р(х) =1= des et donc 105) est un centre de symétrie de (C). 
2) a) On pose g(x) = f(x) - x, g (x) = f (x)-1. Or 42«121et Ax? «21V xe R 
: 1 
Donc(4x? 1/432 4121 РРР ГТЗ <l> f (x)-12 g (x) < 0, ainsi g est strictement 


décroissante sur /R et donc g (IR) = ]im g(x) lim g| = 


Comme 0€ /R , il existe un Ee oe IR tel que g(a) 20 €» l'équation f(x) = x admet une unique 


у рл! эү) 6 у 
solution & . 807 fQ-1-24 =—=-—<0, EE ER d'aprés le théorème d 
er 7 5 g à onc d'aprés le théoréme des 


valeurs intermédiaires oe IH | Р 
b) Si x< & > р(х) 2 (0) = 0 f(x) 2 х, signifie (C) est au-dessus deA: y = x. 
51х>@=> g(x) < g(a) = 0 f(x) < х, signifie (C) est au-dessous de А (С) coupe A au 
point A(a. a) lim f(x) =0=5 Д;:у=0 
est une asymptote à (C) au voisinage de — . 
lim f) 212 А,:у=1 est une 
asymptote à (C) au voisinage de +e 

3) іт A(x)- lim d Les) 


Ze ja 





Collection ` « Pilote » 


1 1 





«0Vne IN' NI). 


nFL n EA 


sont deux éléments | 


J4x241- | 


Рт 2 8324.2- 8x? 
xt. ONCE Vu ЛОР А 


4х?+1 2x e DAT 4х?+1 aute 4х2+1 





X 


JAxtel 








“1з 


4 
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#(х) = x- E(x) -[x- E(x) , g est continue sur /RAZ.. 

Continuité surZ. Soitne Z, g(n) -n-n-[n-nf =0. lim g(x) = lim x-n-[x-nJ 202 g(n). 
lim g(x) = lim x-(n-1) -[x-(1-1)F =1-1=0= (п). 

Donc g est continue en tout point п dans Z . On conclut que g est continue sur /Ё. 


2) Faux car la fonction ^, définie sur IR par h (х) = х— E(x) est discontinue sur (8 et la fonction Л, définie 
par h,(x) = x— x? est continue sur IR La fonction g définie par g(x) = hoh (x) est continue sur /R . 


ге 


Exercice №15 x 5 ——— 1) Опа x f(x) et x ^ ! - sont deux fonctions continues sur[1,2]. Donc la 


fonction est continue sur [1,2].Опа 1< x 32 2а <— <] et comme on a 3€ f(x) 4 pour tout хє [1,2] 
х 


Хо) 3 el 
2 


donc? 2 olm FO) <4. Ainsi опа; x— == est continue sur[1, SE <4 е 
x 


f e 


55254 et par suite 


= 2 admet au moins une solution œ dans [1,2]. 





l'équation 


2) f dérivable T 2]et f (x) > 2 alors f est strictement croissante sur [1,2] . On a —— =2 admet une 


fe» 

x 
unique solution о dans [1,2] équivautà Ах) = f(x)-2x- 0 admet une unique solution œ dans[1,2]. 
D’après 1) l'équation h(x)-0 admet au moins une solution œ dans[1, 2]. 


h'(x) = '(х)— 2 > 0, alors h est strictement croissante sur [1,2] et donc & est unique. 


Exercice № 16 1) /(-1) = =, (=) = i ‚ /(0)= u et f(1)= 3 .f est continue sur 


Ё 022) [о] [ол]. о: лер Jon (5 А кые f(0) f (1) « 0 donc il existe 


=] =l 
xE = ‚хє Ва x, € Jo.1[ 


vérifiant (х) = f (35) = f 03) 20. 

2)а)соѕ(За) = cos(2a + æ) = cos(2æ) cos a —sin(2a))sin a = (2 cos! à – 1) соѕ @— 2с05 05іп &sin & b) O 
n 

=cosæ(2cos? a -1- 2sin? æ) = cosa(4 cos" 0-3) = 4соѕ' -3cosa 

pose X = cosa ; f (x) = 0 €» 4cos? a-3osa-7-0e cosGa) - =0 


л 2kz 


Ө cosa = e» Sar ear ou за= - 2k ke Z = ao ои «шуу» ke Z Ainsi 


3 
: A л 5л 7л 
les solutions de l'équation sont casa ў коче et ишеге: 
Exercice № 17 : 1) Опа: Vxe IR; E(x)=-1 & xe [-L0[ 0, = ]--1[ v [0,4] 


10 
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2) „Опа: Vxe [2;-1| ; E(x) 2 -2 et f (x) = - cos nx, d’où lim f (x)= lim (-cosnx)-1 dene Ta 
zige хә-17 


prolonge par continuité en -1. lim f (x) = lim соѕлх = 1 et eie: 
x xl 2 
3) „Опа: Vxe [0;1; E(x) 20 et f(x) =-соѕлх (*), D'où limf (x) = limcoszx =1 et f (0)-1 donc 
з x0 


f est continue en O.D'aprés ( *) ; lim f (x) = limcosnx = -1 et f (1)=- 1 
хә хә 


1 
Ухє[1;2[; Е(х)=1ег f (x) =  соѕлх d'où limf (x)= EH uui gi f(1)=- : 
x ET 2 
Par suite f n'est pas continue en 1 mais f est continue à droite en 1. 
: e 1 
Exercice № 18: Si д -1, хє | => lg (KE 41) =1 et done f(x) = х 
х x 
1 : 
Vxe Ku ч lim f Iz 
donc f est continue à gauche en 1. 


z 3 1-12 1 2 
Si xe = се Bd = dk et donc f(x) 2 0 Vxe B4 j lim f(x)205 f(1) 


Ainsi f n'est pas continue à droite en 1. 


, f -1 1 
Lorsque q = -1, si xe h3l =»—є]-2,-1|= dk -2.Donc si xe b 3l 
2 % х "e 
alors. f(x) -2x et lim f(x) - 2* f (-I) f n'est pas continue à droite en -1. 


A -3 1 -2 1 -3 
goe B. ade P3 «(4-4 Vxe Irma lim f() =1= 7-0) ой f 


est continue à gauche en -1. 

S ; TI 1 1 

STEE LL ER ,q*1 =5(1)- .Donc si M EN = 
eil e " la.a [ T q csi xe TU alors f(x) 2 xq. 


bm /(х)=1= 2) Donc f est continue à gauche int 2 
4 


Ca) 


Sixe а "EMET 2, -q-1.Donc Vxe tem al - 
2 2-1 E = SEH , alors f(x)- х(д—1)е! 
7 -1 
Шш б) = T d'où f n'est pas continue à droite a 
ll 
2)Soitne Z, xe [п,п+1| = E(x) 2n. 
náíx«nrlex-l«n&x signifie x-1« E(x) &x. Vxe Z g'ass(t Jet. 
X x 


X 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 





KSE ACC 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
ЖЖК КАКУ УУ УУ 


Exercice № 1 1)a) Vrai : U,,, SH =U est géométrique de raison S 


b) Faux : V, - V, = 1er V, =V, ez. 


n+l 
BE 3 1 
c) Faux car U, +U, +...+U, =, ac 3-4) 
151 2 3 


n-l n-l n 
d) Faux : Comme v vasa) >V, = Vot TED Ed l- 2 ; 
3 3 3 2 3 


lim V, ast. 
ne 2 2 


27a) Faux: Gett, 6-1) о i b)Vrai ; c) Vrai ;  d)Faux 
3)a) Vrai : en effet si U converge vers 1, alors U? converge vers P . 
b) Faux ` contre exemple : О, = (71), U,? =1 qui converge vers 1 mais U, - Gig г = n'admet pas de 
—l si n impair 


limite . 

c) Faux : contre exemple ` U, = (-1)' , 
d) Vrai : théoréme. 

e) Vrai, en effetsi m€U,? <M =0<|0, |< XM et donc U est bornée. 
Exercice N? 2 1)b)etc) 2)b)etc) 3)c)etd) 4)a)etd) 5)b)etc). 
lsin pair 





U, 





<1 et U diverge 





Exercice № 3 1) Faux ` contre exemple : О, = (-1)" -| n'admet pas de limite, U diverge 


—] si n impair 





mais U,, 2 let U,,,, = —1 sont deux suites convergentes. 
- - lim О, £ lim Un 
2) Ug! udin ; lim U,, = lim psu ; mus EE iim Ung =l Опан у deem ' | 
CT EE es "eren j -]*2n4l eng = 


donc (U,) est divergente. (Faux) 


- (2n +1) 


3) U, 222. ; lim U,, =1 е lim (U,,,)- lim 
( vi D ech nai 


^ 2n4l' s 


LA Donc (U,) est divergente. (Faux) 
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Exercices sur le chapitre I « continuité et limites» Callsotionz:« Pilote» 


Xx 


Атуу >0.1-х<л®| Jeter veo Ae sl 1. 
Xx 
н З 1 х 
lim1-x« lim EEN f(x) =1= / (0). Ainsi f est continue à droite en 0. 


à 1 T : 
1< lim ER 5 їт1-х= lim f(x) =1= f(0). Ainsi f est continue à gauche en 0. 
On conclut que f est continue en 0. 
Exercice № 19: L'application А: IR — IR 


xe f(x)=g(x) 
est continue sur IR et ne s'annule pas sur IR donc elle garde une signe constante . 
soit par exemple A(x)» 0 V хє IR ; f(x)» g(x) V xe IR (1). Or f(x)e IR V xe IR alors si on 
remplace x par f(x) dans (1) on obtient f (f (x ))>g (F=f) @ 
et si on remplace x par g(x) dans (1) on obtient ((в(х))>в(в(х)) (3) 
(2) et (3) = /(/(х))> 2 (&(x)) alors f» f (x)- к< е(х)> 0 donc /°](х)-(в(х))#0 v xem. 
Donc l'équation f of (х)= °g (x) n'a pas de solution. 


ilem fam: І d 
Exercice N? 20 : Soit xe Jo1e»-21e (^+ pe IN" ; donc pss pel mu 





1 еы ра 
+1 р 





"TOM Li bei: 
suite f (x)= "psi si хе Ца f (¥)=0 si x=. I en résulte que Ухє ]0;1]; 0< f (x) &x orf 


est une fonction impaire sur [-11] „D'où Vxe [—1;0[; 0s f (-x) «-xe 0s -f (x) better Ge 


Ухє[—1;1]; (х) < |x|. En outre lim|x| = 0 D'où limf (x)=0 etcomme f (0)-0 
donc f est continue en 0. 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


1 0 1 | 1 n-l 
4) 0, =U; JA 3 (EISE okee gess? i U, HEED 1 
m 
be гү jw py Bi de еза 3 "en 
веш, 01-150) (0) (3 КЕСЕ 
3 


S A | 
im U, =1+—=— (Vrai 
ишан ал (Vm 
5) U, =f (U,) = f (6) #5 < U, = 6donc(U, ) est décroissante (Faux). 


k k ü i k nintl n(n41 
6) — sU, SE; e Y «фат equo e 








Ona: lim 


1 1 go 1 { 
im ————--— e ү = — èt раг suite lim S, 2 — (Vrai) 
s 2 (2n* +1) 4 n= 2(2п?) 4 чы "2 4 


1 
7) Faux ` contre exemple : О, = - et V, = Ih 
8) Vrai: lim 22 бее lim H. -5:0-5 lim U, 25. 
пэж» р +72 nem Hee 
9) Faux : contre exemple : U, = -2-(-1) = -3€U,x-1-»U estminorée par -3.Mais U est divergente. 


10) Faux : contre exemple : О, = ^n егу, = 1 , lim U, - V, =0 mais les deux suites U et V sont 
n 


+1 паш 
décroissantes. 
11) Faux : démonstration par l'absurde. 
Si U est minorée par m, alors т < lim U, се qui est impossible car lim. U, ==, 


12) Faux : contre exemple ` U, sn et V, = —4n 





1 1 1 k-i К+1 
i ° -—2z|l-— ]4—|2——x*—— 
Exercice М4 Onal E ( d d k 


] n-l n+l 
—— Ж ———— 
n? n n 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


А Е 93 3. фый Tel aul 
Donc U, = | —x-x..x—— || = ur zs L 
Ж Е 3 n JE 5 х..х— т "c Wu qui converge vers "s 




















2 k k 42 
а n +) Tr S eg on montre que V, — E qui converge vers 5. 
Р 1 1 
Ехегсісе № 5 а)Опа Заз ЕУ жу ш iU 
k(k-1) А-1 ym TE Dk SE Ze 
qui converge vers > 
b) OnaV,- ө (k-1)k <k? Yk22 > : эу. 
is ) EOM) mm. (k - Dk n n 
1 - { 

eV ЫА АЧУ ЛП V est une suite croissante ; or V est majorée par 2 


1 
car V, SU, * let U, 21—— «1 et donc V converge vers un réel o > x €2 
n 


On a V, 2 V, 2 lalors oz 1 et par suite сє ]L,2]. 
Exercice № 6 : 





























Па) Yke [L2,..,. n), 1I Sk 8n 14m Sk - n? n m ane: 
Vx n?+k 1+? 
n n n 2 
ebe < Ире о й- Lt SE e > 
men т+К n+l {{л?+п St sal Ua T nmel 








= lim 
п2+п "9+ 24] 


NEC 2k -Jk -1 5V, SEI М1) 247 = tim v, =0. 


3)a)Puisque Yt € Rule bieten аскы 
1 п 
<—|i>ð k 
A 2; | 
t 


b)Comme ae —], alors lim. Get 


1 n 1 " s 1 п 3 1 ú 
PRU A e VneN S fr ban, 





nsd c Lan inel wr d HEISE] li SEL, E = 
п 2п SE 2п п "eg 2п ER е9 
ovata, чу ey Bey nen ча ech Ме? 
ke2 


Comme Vke(2,.,n-2), C! > C? = SCH та) ‚опа: os (c ps € (n -3) 


п 





п(п = 1) 
=0< lim У (C/)' s lim Se lim U, = 2. 

qt 25 n9 (n —1) ne 
Exercice № 7: 


E 


1) а)\/хє]0,1[, fo) = >0, = deck IL Bu Mea 
Ter sauer E Ма анат) |< 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 





0<0, V, SV, X1 etcomme lim U,V, 21—» lim V, =1 
nes n9 
Опа 0<У, <let U, 20 OU, V, SU, €1 et comme lim U, V, 21—» lim U, =1. 


2п-1 Sg 
e LU. ;en multipliant tous les termes 
n 





Exercice № 10 : 1) Yne №, U, 2 B. SUN 
2 4 


n+l T 


et en simplifiant, on obtient : 

















т ! 
Us six ue lie Rico rr eot т л CH 
2 4 2п (2x4x6x.. X2n) 2 э" (n! 
U, -20, Ое SH ve H aa = Lu U,, ; en multipliant tous les termes puis en simplifiant, on obtient : 
n 
2n n 2 
Оз = 24, ХЖ РА Le 2” (n!) 
iffe [9 2п+1 ^ (2п+1)! 
2) On a U est décroissante et U,,,, » 0 => Una <1 
2п+1 
е2 = Е ^ Uds. PX 1 xm. ;or Uy Nu. 2п+2 EH 
Uy U,, Un 2п+1 О, Оа О ы 2п+1 
Ainsi < Оо «1vne М”. Comme lim ics Ear d. 
2п+1 Gs n> Ant) Риера Dag 
Ge _2п_ 7 
b) Yne N шз шы Pes ée 
жї, 13у 21-19 (3х5х7х..х(20—-1)) 2n+l 7 
2 4 2n 2 
Comme 











LIT: ; 2х4х...х2п : 2 
lim mz =1= lim X 
пене H a 3х5х...х(2п—1) 2п+1 


2п+1 


1 2x4x.X2n | 2 
x—|z1z»lhm|| ———————— | X - 
m пә+=| 3x5x...x(2n—1) 2п+1 


n 1 1 
Exercice N? 11: 1) U =У—-.0 —U, 2 ——— > 0 et par suite U est croissante. 
тереч НЕ (ОЙЫР тт 
ees z+ Ai med 


b) Supposons que U est а et comme u est eren "n elle est B Lun 


n+l 


E 








2) a) U,, =U, == 


On pose /= lim U, ; опа U,, -U, Sl gn 1>2—= ensi ce qui est absurde. 
disc go eg eg 


Par suite U n'est pas majorée et comme U est croissante, alors elle diverge vers +оо. 


3) 2" méthode ` On a U - et comme que -4k 150,2 УМЕЕ) =. 
kzl k=l 


Puisque lim n =+= — lim U, 2499. 
nv n- += 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


= 0< f(x) « x Vx€]0,l[ 
(x- DG 1) 


аА er "a (Vae isi) 


2) a) Pour n= 0, опаа: 0«U, «1 , vrai pour n = 0. 


b) On a Vx€]0,I(, g(x) = «0 Ухє]0, Ц 


Supposons que 0 «U, «1, montrons que 0 « U; « 
D’après 1) , ona: 0< f (U,) «U, «12 0«U,,, «1. Donc O«U, «1Vne N. 


ntl 


b) Vne №,0<0, «1 et d'aprés 1) b) , on аига: 








1 U 1 U; l 1 
0<2(0,)<—= = 0< El He Del Segel, 
Dr Ми +1 X2 Jv? [y Wa 
1 1 1 
с) Опа: 0<U $- Un 0 «U, 560151090 SU 3. 
1 [2 0 2 [2 U, Se 


En multipliant ces inégalités et en simplifiant, on trouve : 


1 Ш 1 1 п 1 п 1 п 
0<U, <| —= | О = -7 | <|—= | VneN etcomme lim z0- lim U, «0, 
(35) ^ KE 5) EEGEN 
Exercice N° 8; 1) Ze чан ш. 
ntl 


U, 


2) a) PEL е п+1> 2а 5 п > 2а—1. Роѕопѕ n, le plus grand des entiers E(2a-1) +1 et 0 
n 


avec E(2a-1) la partie entière de (2a-1). Ainsi n Z n, > n2 2a— les eds Pa d SUs elu 
ы 2 Wn 2 2 
1 1 1 
b) VnZn, Оа 550, 060, ZU, 0«U, d$ 5207 Un 550. 


En multipliant membre à membre ces inégalités puis en simplifiant, on obtient ; 


п-п 


=0= lim U, =0 


324 
п! —-41 
-üa n! 0+1 sa 


Hg 
Wun zm, Us, < E U, etcomme lim E 








3" en! 
c) lim = =—— =1(саг lim — 20) 
пэн S nto aote [S 0+1 эзе! 
SR 
п! z 1 1 
lim n п SS im n n Жл, т=н п n "d 
п-э+= 27] +5 пәз= 2" + 5 2 NR 
n! Pm n! 
ge n n n" mi п" 
D RING M A cat - r5 edo... aca e anam lim — = + 
n! m n-l 2 -k dn ne HI 


Exercice № 9 : Опа Yne N, OS U, €let V, 20 ; en multipliant par V, , on obtient ; 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 











Exercice № 12: 1) ISk Sn» п+1<п+А < 2п = . En faisant la somme pour 


J2n n 1 ü 


= —— < A -= X 


n1 2 kk nli 




















k variant de 1 à n, on aura : п : E + : Tut En 
5 J2n д йы] yn+2 4nn 


än 1 
et comme He TA lim у = +оо, 
x 2 n el Indk 





2) f définie sur foz] par f(x)= 1- x – cosx ; Р(х) = -1 + sinx <0 ; f admet en 0 un maximum absolu 


—f(xs0Vvxe o5 eic Vire o£] 
1 1 


1 1 1 z 
Si ISkESn- 0s < < <1< — > с05 21- 
Ren Мк п+1 2 Ink n+ 

=> ў) тт et d'aprés 1) , on déduit : 

Léi 1 1 n 1 1 п 1 

— У cos 2—| n- 2—| n- =1- . Or 
m т) d Ge d T Mn 

e rJ: l>- E г). 


Hr 
1 1 e 
On conclut donc que 1— SU, €1 et comme lim 1— -]-» lim U, =1. 
3 Уп+1 Мп+1 ncs 


ne 








d 

















Exercice № 13 1) a) О, Es loris us 
E sapit zi Wi 2 2 


b) Pour п= 2,U, = is ]2.3[ vrai pour n = 2. 


Supposons que n « U, <п +1 et montrons que n 1« U,,, «n2. 


n+l 
1 A aa UH* € H* л; 

Опа n«U «mrl2&—«—-«—- <—<— > 
ПЕТ ОЕА) < 





2 2 
eege 
п+1 Br. 


M E eno а аал eet, л+л дЕп. 
ВА аен dei 

Conclusion : n «U, «n*1Vn22. 

Comme lim n = +оо — lim U, = +, 


Ona jio lysine аа 
n 











1 
= |S 





с) Опа: n «U, <п+1<0, —U, «U,,, et par suite U est croissante. 
d) Supposons que U est majorée, alors elle est convergente ce qui est impossible 
car lim О, = ee. Donc U n'est pas majorée. 

ne 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


1 1 1 
Ke ETE ESI ed 
Ee 1 gek E Utal -n^tnU, T 1 A 1 
~ (тЇ) U,,-n-l  U,*m-nU, m-nU,*n*U,-n wal 
(U, - n)n NOR 


b) Pour n = 1, I-ISW, <1 & 0S W, <1, vrai pour n = 1. 


Supposons que 1—--- <W, «1 et montrons que feci EA eT. 
n n*l ^" 
1 1 1 1 1 п 1 
Опа 1--< 0 <15 1450 +—<1+— 5 —— < <l >—— <W „sSl>1-— <W „<l. 
n n Rb waach nel ^" nil "“ 
й ^^ 





Conclusion : 1—-< №, X1Vne №. 
п 


с)Сотте lim GR =1, alors lim И, «1. 
nes n nee 








1 1 
о № = -1 U -n = =- 
na n U,-n = n n kl > lim (U, n= 
3)a) 5, KE „р, =S, bns, dem) a 
2 2п 
Hien «12»-1« K(W, 1-1) <0= n $E, -1) «02 = «S, eel ch Ei 1 
n n n 





€) nts ит [5, SC 0— Jim 5, ee? 
2п 2 


noo Hoo 2n 
l, vrai pour n = 0. 
el. 


TRA N*141)Ona U 212 U, 2 
Supposons que U, 21 et montrons que U 


n+l 


fe e 1-90, xL. Congusin: U,21Vne N 


n n 


b) U,,-U,- 5: 2 0 et donc U est croissante. 


п 


с) Supposons que U est majorée, alors elle est convergente. Оп pose / = lim О, . 


2 РА? $ e 
On aura : / SE = 2= 0 ce qui est impossible. Par suite U n'est pas majorée.Donc U diverge vers +оо. 





Un) U2 
Zaika уа) 2 1 qas l 21 
4 4 4 U; U; 
b) Pourn = 1, т vrai pour n = 1. 


Supposons que V, >л et montrons que У, 2 nl. 


nel — 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 
(OTMA———————————————————MHHMMÁÉMÉMÉÉÉR—————————————————————M—ÉÉÉÉs 


D’après l'hypothése de récurrence U, x à = О, > & ou U, « à et comme la fonction x> cosx est 


j л 1 1 : А 
décroissante sur i donc on aura goos U, «aou gus LU. > & се qui donne que U, + а et par suite 


la propriété est vraie à l'ordre п+1. 
Conclusion : О, + € Yne № 


5) a) On pose la fonction k(x) = sin x— x pour хє oz] ; la fonction k est dérivable sur 
02) et (х) 2 cosx-1€0 Vxe |02, 
2 2 
Ne ; л л 7 л 
Ainsi k est décroissante sur foz] = k(x) < k(0)=0 Ухє Са —sinx€xVxe o£] 
" 239 уе ; л л А 
D’après се qui précède on a: si хє Za (-x)e o£] —sin(-x) € (-x) 
—»sinxzxVxe Lä . On conclut donc que sin x| < А Vxe I4 Е 
ч Ln 
2 








J Vis, у)є В? 


л 2 
=) мол[о e 


b) On a cosx- cos y ech 


=> 

















Ge E у|= 
2, 2 






































Si x et y dans 0 Ld — LUE DE 
с 2, 
Si x et y dans |o d Gë E dÉ Pim; j| — d option e Als 
2, 2 2 2 2 2 
6)2) Ona U ln SÉ |o E оой), mes sch, -a| => |U nn -а\< Ҷо, -a| 
2 2 2 2 2 








b) 4'аргёз 6) a), ола: 
o<ju, -ajs 50-a] 
EE 
1 
0<|/„-о|<—| 
2 


-a| 


n-l 


En multipliant ces inégalités et en simplifiant, on obtient : lU, -4(5 Jl |0, -a| 





c) D'aprés 6) b), опа: "del | lU, -a|. par passage à la limite, on aura : 
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Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


OnaV,,21-V,214n. 
Conclusion : V, >n Yne №. Comme lim n = +оо => lim V, = +оо. 
nos Htec 


1 





c)On a V, > n= 4V, >4п=—>/}>4п=1+ Ee —1€sV,- ELE. Comme 

e 4n i 4n 

lim 1+-— 215 lim (У, =y j=l 
4n 


п-Э+ео іы 


N 


Exercice № 15 0<0,=0< = ‚ Vrai pour n = 0. Supposons que 0€ U, < 





ntl — 


— et montrons que 0€ U SE 


N 


La fonction cos est décroissent saroz] = 


cos02 cos(U, ) (1) —12cos(U, ) 205 0200, <i> 0sU,, «1 


Conclusion: 0<0, < = Уле М 


2)а) U,, >U, etU, etU, sont dans [ož], alors 


cos (U,,.) « cos(U, ) = 2902095 1 соз(И„):> Des 


sn) = H. > U mia ^ 


Ue. s e Smets >-уоз(0„„) 


b) Supposons que U est croissante => U,,, > U,,, се qui est faux. 
Supposons que U est décroissante => U,,, < U,,, ce qui est faux. 
Donc U n'est pas monotone, 


1 1 
3) осол SG A 5996 х-х= 0. On pose g(x) = zos х—х ; g est dérivable sur [oz] 
; 1 
еге (х) = Ce x-1«0Vxe СЗ . Donc g est strictement décroissante sur d i 
ЕЗ н : л Zid л 
D'autre part, on a : g est continue sur 9 et g(0)xg 7 re^ u^ « 0, donc d'après le théorème des 


valeurs intermédiaires, l'équation g(x) - 0 possède une seule solution œ dans o£] Р 
4) Par récurrence sur п. la propriété à montrer est "U, # а Vne №" 

1 1 
Роиг п = 0, bes U,- 5 +U, = О, * @, donc la propriété est vraie pour n= 0. 


On suppose que la propriété est vraie à l'ordre n et montrons qu'elle est vraie à l'ordre n + 1. 
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Exercices sur le chapitre. « Suites réelles » Collection : « Pilote » 





lim lU, 


ad 


-a| =0 et par suite lim О, = @ 
n= 


—$„ =, ZOet donc S est croissante. 


ntl nil — 


Та) Soit, $, 2 Y 0,255 
k=0 


b) Supposons que 5, est convergente vers un réel / => 02 lim О 205 € = 0 ce qui est absurde. Par 


nme — 
suite la suite (S, ) ne peut être convergente. 
с) Par l'absurde :supposons que (5, lest majorée, comme (S, ) est croissante, alors elle converge ce qui est 
impossible. Ainsi (S,)n'est pas majorée et puisque elle set croissante, alors elle diverge vers +оо. 
1 4 
- zT. 


1 
(8) | | 








EXERCICE №16 :1) soit ne IN ; U,,, = т ainsi pour tout n € IN; LU. 


Lal. eMe 5 (vérifiée) 





0 


* Soitne IN, supposons que 0 < V, 


Ба 5 


< 5 et montrons que0 < V,a < L. 


Опа: V, = Оа Uno (Ози ) donc V, = Vj ;ona 
0« V, done we Ll aono v, «1 ainsi pour toutn 20 ; 0< V, SC, 
2 H ZA A 2 2 
b) Soitne IN ; Опа: 0« V, 52 donc0« V <i —-d'oü0« V; < АД ainsi pour toutn ; 0« V, SV. 
0 ü 
c) Pourn 20 ; V, Ls (s Sang «T E (vérifié) 
4 4\8 4 4\8 


X 

CES SD 
Ee epu s 

OnaV,x—|—-|doncc-V,€—|—-| de plus V a < Si d'oüV,,S—|— | Ainsi pour 
4\8 4\8 Als 


toutn 20 ; У, «i d 
4\8 


Soitne IN ; supposons que V, s) et montrons que V, ,, € 


d) Опа 0< GH ;nZ0 ; lim 0=0е lim is) = бе! par suite lim V, =0 


note A 8 
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Conclusion : 











Exercices sur le chapitre « Suites réelles » Collection : « Pilote » 


3)a) Pournz0 ; W, = 0 22; W, 2 2(Vérifié) 


Soit ne IN ; supposons que W, 2 Oet montrons que W,., > 2. 


Waai 2U4,, = (Un) 2 М. Опа: W, 22e(W,)' 21622— W, 22ainsi pour out ne IN ; W, 22. 
b) Опа: W, 22€» W? 28 => Уі > 8W, ой W, 28W, pour toutne IN. 
с) Pour п=0 ; W, = 2et8" = 1donc W, 2 8" (Vérifié) 


Soitne IN ; supposons que W, 2 8" et montrons que W,,, 28"! ; On a: W, 2 8" < 8W, 2 8" de 
plus W, 2 8W, d'où W,, 2 8"" ainsi pour toutne IN ; №, 28^. 


4) Опа: V, -U,,, ; lim Hau 20 ; OnaW, =U, et W, 28" ; lim 8" = +оо саг8 > 1 donc lim W, = +оо 
++ n+ n» es 
Donc la suite (W, ) diverge vers (+). 
А 1 : : 
Exercice № 17 1) a) pour n = 0, -1< U, = а vrai pour п = 0. Soit ne №, supposons que -1«U, «0 et 
montrons que -1 «U,,, <0.Опа -1«U, <0=0<1+0, «1, de méme on voit que 


2 1 1 
0<0; <1=> —= <- <l. En multipliant les deux inégalités, on obtient : 
4/2 Ja? 








0« L2] -1« 


pin £-1«0-»-1«U 


-1«U, «0 Vne N. 





b) U,, -U, = (10, | =- ) « 0 et donc U est décroissante. U décroissante minorée par - 1, alors U 


IEU 
converge vers un réel [. 


1+х 
Soit f(x) UA —1,1є [—1,0] car -1«U, «0 et comme f est continue en 1, alors 1 vérifie la relation : 
x? 





roedi- ОеГ=-1оиуї+1* 1e12-10ou1-0. Or U est décroissante, alors 
T 


1=-1. 
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Е 4 


U,-2 e EL oa 
n+l -2= See U, vie «02 С e Ов —2= 2- 2-0,4 A ( п+1 ) 
U;*3 Hr Ul; 43 Hz? 
4) Опа U, =5>2 =U, «2 et U, »2 et par suite U n'est ni croissante ni décroissante. 


п+1 ng" 
Ainsi U n'est pas monotone. 
5) Pour n = 0, on a U, = 5 £2, vrai pour n = 0. 


Опа U 





SUE eer 











Soit ne N, оп suppose que U, #2 et montrons que U,,, £2. Ona U,,,-2- Ti. #0 car U, £2 et 
donc U,,, + 2. Conclusion : О, € 2 Vne N. 
6) Опа |U,- 2] - E. д, —2| puisqueU,* +323 donc Д gł 

U T3 13 ОЗЕ 


7)а)0 « |U, - 2] s, -2| 


0« 





ech, 


TTT 


En multipliant ces inégalités puis en simplifiant, on obtient : |U, 2: (5) lU, -2| Yne N. Comme 


lim (+) =0, alors lim О, =2. 
noe 


пэн 3 


8) S, e U, ;а) $,— 5, -U,,, > 0 donc (S, ) est strictement croissante. 
=0 


b) Par l'absurde. On suppose que (5,) est majorée, donc elle converge. 
‚== =» lim (Ds: 


On pose / = lim 5, et comme S, Léi = 0 2 = 0 ce qui est absurde. 


Par suite (5,) n'est pas majorée. 


c) c) D’après 8) a), on a (S, ) est strictement croissante et comme elle n'est pas majorée, on conclut qu'elle 


diverge vers +оо. 
Exercice № 19 1) U, € ]-1,0[ 

a) Montrons, par récurrence, que -1 «U, «0. Pour n = 0, on a -1«U, <0, vrai à l'ordre 0. 
Soit ne №, supposons que-1 <U, «02 0«14U, <13 0<4/1+0, «1 


-1«U,41«*U, «02» -1«U,,, «0. Conclusion: -1«U, «0Vne ЇЧ. 


n+l 


Б) Опа U„„-U, =U, (+0, -1)= ат. et donc U est croissante. 


1+0 
с) La suite О est croissante majorée par 0, donc elle est convergente vers un réel /. 
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Ze 


2) а) О est décroissante, alors U, € U, = -4 eU. 2: = 41+02 2 i3 





їй, „1л 
—(1-U, 
devi E ) 
180, S TIU, ) 
Lut Sai wj 1 ý 
b) Par récurrence : pour n = 0, U, +1=— et -x| —= | == 5 1+0, 5х —= | Soit ne N, supposons 
Шы. i га) z =>, i 
21 i 
2 LA 
2 1 2 n+l 1 2 nii 
E 2а eem 1 : 
Sos 10a RJ Conclusion : 1+0, < а 


&) v 
1 2 п 1 n 2 H 
с) Опа: 0«1-U, < -F | —-1«U, €—|—— | -1 etcomme lim —- | =0 alors lim U, =-1. 
2445 2 ®) 


n n+l 
que 1+0, s» et montrons que 1+0, € (x) Опа 1+0, 


v5 Js 


3)a)Ona 
1+0 1+0, 


Bebe Lë > 
e 2 Aa, xa Ку. ай 


-I«U,«020«U? «121«14U; «2 











bjOua Б, re 


lim (п+1) = + > lim V, = +. 
nov ne 


2 nel 
n f Cal 
4)Ona -1«U, si =1>-(n+1)< Ah 3 -(п+1) 


\/5 i ^ АСЫ 
5 
2 EE 
inea 45 2(n41) 
ze ————— —À4 Ge On pose 
n 


n zo n(45-2) 
W 2 20D) aa 


n+l 
4437] 
f ыкы д, ANED com me lim W, = lim Т, 2-22 УШ 
п : n(45 -2) n Dr 
Exercice № 18 1) Par récurrence sur n. Pour n= 0, on a U, 252 0. 
Soit ne №, on suppose que U, > 0 et montrons que U,,, » 0. 
Опа 2x! - x 820 Vxe R 2 2U; -U, +8>0=0,, > 0. Conclusion ` U, »0 Yne №. 


n+l 


E a a 
tbe U; 07+3 
3) Supposons que О, 2 2 et montrons que U,,, «2et U,,, » 2. 
24 
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Posons pour хє [-1,0], (х) = x х+1 ; f est continue sur [-1,0]. 
Comme U, €]—1,0[2» / € [-1,0] et par suite f est continue en І. Donc 1 vérifie la relation 


fO=l el =N = 


2) a)Montrons d'abord que U, > 0. On а U, » 0 et si on suppose que U, >0, on en déduit facilement que 


Оа »0. Donc О, > 0 Vne М. On a Urs. SE = 1+0, »1-U estcroissante. 


LFU, 2 41+0, Vne N 


En multipliant membre à membre ces inégalités puis en simplifiant, on obtient : 


222 (0, J =U, 2u (05) :or fiU, >1= lim (freu, = Donc lim О, =. 
: Bm. 


2 
3) Soit xe R,,1 анін 6) эх<хї+хх+®- 


п(п+1) 


4) a) On pose h, =1+2+...+п= —— —- et К, =12+22+...+п2. 


On a (к+1)' = +3k2+3k +1. Donc, on a 
2 = +3х12+3х1+1 

3 22 +3х22+2х2+1 

(n +1) 2n? +3п2+3п +1 


En additionnant membre à membre ces inégalités, on obtient 
n(n- 1)(2n 4 1) 


6 . On pose S, (E a 


х) 


(п +1) 2 143R, +3h, +1 >R, = 


2 
b)Ona Vxe Sii E s 


n? 
E ; kss 
n2 аа 


kal 


SE 


m 2n 


LA п+1 ,Q*DOnt 
<— > kt— esT «s, Apu m 
pts Cd 2n 125? 


n? 
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Comme posti s. ИЕА Е). deg lim 5 SÉ 
nət Jy 2 nta 12m V-äte H 2 





Exercice № 20 : 1) f est continue strictement croissante sur ]— ee, 2] et cine ie [-1.0| , alors il existe 
n 
; -1 S 4 " = 
un unique a, є]—о=,2] tel que /(а,) = — . f est continue strictement décroissante sur [2, +, e [—1,0[, 
п п 


alors il existe un unique b, є [2, *e»[ tel que. f (b,) = ad 
n 


1 : : 
2) wq e -— Ме, f(a,,,) Z f(a,) et comme f est strictement croissante sur ]— ee, 2], alors 
аы 2а, — (a, ) est croissante. 
De méme f(5,,,) 2 f (b,) et f strictement décroissante sur C, alors b,„ € b, .Ainsi la suite (P, ) est 
décroissante. 
3) On a a, €]- «5, 2] — a, € 2 = (a, ) est croissante et majorée par 2 et donc elle converge vers un réel l. De 


méme on voit que (b,) est décroissante et minorée par 2 et donc elle converge vers un réel l’. Comme f est 
; ; Е] mines 
continue sur [2, [=> lim. f(a,) = f (I) = lim-— = 0. Or l'équation f(x) = 0 admet 2 comme seule 
n n n 
solution, d’où І = 2. De méme on vérifie que lim b, - 2. Ainsi lim (a, —b,) =0 = les deux suites 
ncm nt 


(a,) et (b,) sont adjacentes. 
Exercice № 21 : 





3 3 
SEUN, 42 
Da)U, = = JŪN, - J2,U, LA MM ын] 


-7 


b) Pour п=0опа 0€ У, =1< U, = 2 (vrai) Soitn € N supposons que0 < V, < U, démontrons 
que0 s V,,, S Uny „Опа У, „= JU, V, 200na 
Шын Ken V, U^, +V? -2U, V, -AV,U, 

4 


у, _ 
2 


nil? 


ut па = у, = 


Puk rV z2V.U. Us e y 
4 4 
aVneNona0xV, <0, 


UAN Ls CN 
-У, e 7 *- X OcarU, < V, d'op (U, ) est décroissante*) 


47V, 24U,V, = d = JV, (Ju, -4 V, )20carU, > V, = JU, SN, d'où (V, 


20 er, 2 V, 20d'oà U,,, > V, D'aprés le principe de récurrence on 


n+l 





с) UU = 


Jest croissante 
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On pose r =U, (4q +4)!= dech 


24+1 
2ана i9 . 
q 2! 


T 44+4)!є7. 
4i "em ; аа ) 


c) D'autre part, on voit bien que P (44 *4)! e Z. Ainsi Р (44 +4)! est un entier strictement compris entre 
q 


les deux entiers consécutifs г et г+1 ce qui est absurde. Donc 1 est irrationnel. 


a t b, 
2 








Exercice № 23 1) а) b; = Ki T 


53 aha = 
2 


w| 


: zb,- 


ко | шо] кә 


b) Démonstration par récurrence. Pour n = 0, опа а, =1et b, =2=> b, > a, > 0, vrai 
pour n = 0. Soit ne /N , supposons que b, >а, » 0 et montrons que bh, >а, >0. 


mi nu 


Опа b,a 








ч sona sa 2 » 0:5, poi езШ LCS ыг, «шшш s o. 
2 b, 4 4 


"+1 n+l 


Conclusion : 0< a, < b, Vne N 


а, +b 


2) а) On a a, « b, > —— 2 = <b, = b, <b, et donc (b,) est décroissante. 


n+l 


Опа 6, <b, > 2 


п+1 





» a, et donc (a, ) est croissante. 


n+l 


2 
Sc d 

n+l b, 
b) (a,) est croissante et majorée par 6, = 1, alors elle est convergente. 

n 0 8 

(b,) est décroissante et minorée par 0, alors elle est convergente. 
1 1 
а = (6, -az 


n+l 





3)a) Опа, = (b, -а, | ‚ог 2b, =a, * b, » b, — a, 


—0«b-as 20, 


0<b,=a, SCH =a) 


-а,) Vne N. Ainsi, on aura : 


ОООО 


En multipliant ces inégalités et aprés simplification, on obtient : 0< b, —a, < (5) Улє № 
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` Demi V, - JU, V, = V, (JV, - JU, ) s 0donc V, < JU, V, *) 


D.A - IN огу, «AU, V, d'où- « -V, D'où 
goe SEH v, = TAL donc U,- Vus Zu, NI 


0 
b) Pour n 200n aU, - У, zx z]vrai 


n n+l 
Soit ne IN supposons que О, V, < 5) démontrons que О, „= У, € | d 


n 1 п 
Onia U mn Vas 2 l(u, ba GE: iz) D’après le principe de récurrence on a Yne Nona О, - V, dä 


n n 
c) V, SU, V, estcroissante , U, est décroissante, 0< U, - V, < E et ER =0 
donc lim О, – V, =0 Done (О, Jet(V, ) sont adjacentes et converge vers le méme limite L 


d) V, XU, ,(V,) estcroissante,(U,) est décroissante , (О, Jet(V, ) sont adjacentes V, SL U, or 
У, =1.4564 etU, =1.4571 donc L «1.456 





maa у 1 анну 
Exénes Qi! 225: jy EP С Y rir eminem sU. SU, gene 
£ ОЮ! ОЮ! (4n+4)! (4п+6)! 
est croissante. 
Ма y ОЕ Ернар SE 998.2 MOLIS « 0 Ainsi V est décroissante. 
(4n+8)! (4n+4)! (4п+8)! (4n46)! 
b) V,-U, Parr — 0 lorsque n — +% .On conclut donc que U et V sont adjacentes. 
(4n4- 4)! | 


2) a) La suite U étant strictement croissante et converge vers Г, alors elle est majorée par /. 
Montrons que U, +} Yne №. Supposons qu'il existe un entier л, tel que О, = /, alors 


U, ZU, =l VmZn, ;or U, Sl Yne IN 50, =U, =1 V т> п, ce qui contredit le fait que la suite U est 
strictement croissante. Donc О, «1 Yne N. 


La suite V étant strictement décroissante et converge vers l, alors elle est minorée par /. 

Montrons que V, #1 Vne №. Supposons qu'il existe un entier n, tel que V, 21 — V, SV, =1 et comme 

V est minorée par | = V, = V, Vm2 n, ce qui contredit le fait que V est strictement décroissante. 

b) Supposons que / € Q = ilexiste pe Zet qe № tels que l =? 
4 


U, «1«V, 0, SC + U, (44 4)!« 2 E (44 +4)!<(44+4)10, +1. 


| 
Goar 
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b) Comme lim (5) =0= lim (5, —a,) =0 et donc (a, ) et (b,) convergent vers une méme limite 1. Or 


ab, 22 IxL Sl 22209 42 car 1» 0.Les deux suites (a, ) et (b, 1 sont adjacentes. 








4) a) x, —x, "x = 2 «0 Yne № et donc (х,) est décroissante et comme 
x, >0 Vne IN alors (х,) est convergente. 
b) x,4 uu Eo CE ue. BH ;on pose @= lim x,.— geegent 
o" 22 127 2 27 не 2 


п i ; 
с) y, = n(b, -a,) 5 0« ок a et comme lim x, — 0, alors lim y, -0. 


Exercice № 24 1) Pour n =0, опа: /,2120,F, 2l,» +R =2> F 2letF, 22. 
Soit ne №, supposons que Е, 2л et Е, 


n+l 
Опа Е, znetF,2n*l—F,,-F-4Fz2nrl2n«2. 


n+l п+2 п+1 


Conclusion : F, >n Vne №. Comme lim п = + => lim F, = +оо. 
nem ne 


2nctletmontrons que £,,,2n42. 


= 


2) Рошп= 0, Рх ЕЁ, =F (F +F )=2et F? +(—1)° =1+1=2 = KxF, = К} +(—1)° 
Soit ne №, supposons que Е, X F,,, = Е? |+(—1)" et montrons que E, X E, = F^, (71). 
Ona ner Е, (Е. AE Ех Е + ЕЗ = ЕХЕ. +F, XEF,- CN" 


п+2. nel n+l n+2 ntl n+l n+2 











S Rak E= Fua (F, FECI = +00". 
Conclusion : F, xF, = F^, * (-I" Vne N. 
Eg Ba ЕЖЕ 20-0); 
3)a meum au n+? EL Sii A 
) ) Prin T Ф, Е Е, Е, CH F, XE. 
(zo CB cb К=з Be 
X +2 n+ + Ф. п ЁЗЕН ҮТЕР", * pee PES EE ШЫ 
бате (hatt (mace) RET EXESU ESAE, EXE.) ELE SÉ 
e. dE 
H SE 
GD 1 e 
b) U,,—U, = Ф, Ф,  —————— = —————— > 0 Vne № et donc U est croissante. 
KS А Р, х Fus I5. х Fa 
(-1y"(" 1 | 
Muck 60 et donc V est décroissante. 
Fn X Fas Fu х Fa 
(-D" 1 d d 
c) V, =U, = Pani -@„=——————=————>0.Опа lim (V, -U,)= lim ———— - 0. On conclut, 
E É F,, x Fa ^R, х Ёа "uat ES Р, x Fa 
donc, que О et V sont adjacentes. Опа lim U, = lim V, 2/ — me, = lim @,, =} etdonc lim 9g, = /. 
doe, e Den Een e SE Par passage à la limite, on obtient : 
F, F Б, 


n+l n+l n+l п 
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1 3 и 
бетшен —1—1=0 ауес l= lim ø, 


e) Cette ui et comme /Z0—1 


1-5 
Tues 


E „Ainsi lim ф, = 


Exercice № 25 Il est clair que si (U, ),., est stationnaire, alors elle converge. 





Réciproquement, supposons que lim U, =/є R. П existe pe Ntel que Vn2 p,|U, ez 


Soit ne N tel que n2 p,ona lu, 0,10, 1-0,1. 


Comme U, et U , sont dans Z, alors U, =U p Раг suite U est stationnaire. 





Exercice № 26 1) Soit ne №, on considère l'équation у= 145. y?- y-n-0 ; Іа racine positive de 
y 


14-414 4n 
2 


cette équation est y, = . Soit лє № tel que n21,0na 





apa n 2n Раз 2(п+1) ulii 2n 3L 2n 2 
У KAPE "n L-J4n45- У 1+-/4п- 3 т+ап+5 


(„а "(reins | | AA 
(reram (re an 3) (nn 3 1 4143) — le signe de Ta тв est celui de 
(пуат) (1 0443) - 2(e (1-3) о эл >1. Ainsi ia mH 


Xue ки 








Vnzl. 


2) a) Soit (U, ) la suite des nombres réels définie раг U, =1et U,,, = lect Уп>1. 


n 


























1-5 
Pour n= 1, ona у = 35 -2« y, = 2 etdonc on a: y, SU, € y,. Soit п> 1, supposons que 
Ju 5 О а s Уа et montrons que а S О. S Maan А Сотте 
y, 70, Уа > Oet УИ у & 5793 
Уы D Ju 
n+l n+l +1 +1 
PE a 4-2 За 26600), л а E e . D'aprés 1) b), опа 
P Ü Ya Ya H у, 
п+1 +2 + 
Ee E ER а. ondadon ; y, SU, Sy,4 VneN. 
n Ула Tis 
by OD: Ju 1+м1+4п | EU o Da _1+у4п-3 >2 
dn |, dän gc Jin ` | 
‚1+ /1+4 — 
Comme lim =Y =m = lim Ipse Er alors TE 
n - /4п n+ ån 9+ УГ 
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= g(x)2g(0)20Vxe foz] = 1-3 sin x, Vx€ |o Ze (1) et (2) donnent : 
x iinse x ve |0, Ze 
b) Ухє Za опа: elo z et d'aprés (3): 


(xy 1. S x 
6 


За х ласере ка EH 





—х— 


sinx-x| 


3 
x 
De (3)et (4), ona: Ухє |-2.2 вох JI et par suite 


xi Ж yx -wie|-7. Zum. 


I5 limA(x) =1= h(0) — h est continue en 0. 








sin x 





2) On a lim - 0» lima *-1202 ш = 
z 

















опа nz ет) cm ch 
х 6 2 2 
Or NORIS wt? et par suite h est dérivable en 0 et h'(0) = 0. 
0 6 x-0 х—0 x30 x? 
X Ju 
f(x)-f(0) . Va l xx : -1 
Exercice N? 51 lim —————— = lim ————— = ; = lim ———;——— = —% „Donc fn'est 
EEN х хәй х e» х/х+2 9 Jx x42 


pas dérivable à droite en 0 ; (С, ) admet au point d'abscisse 0 ипе demi-tangente à droite verticale dirigée ve 


bas. 
b) Soit a et b deus réels positifs tel v" a«b 


VER SCH aano EE ‚_ LLL8bt2b-ab-22 O 
b+2 \а+2 
n EE Ce 
e а+2 i3 а+2 


>0 or О<а «bdoncf (a)-f (b) > 0аой# (a) > f (b)ainsi f est 


y 2(b-a) 
eor e n7 


strictement décroissante sur IR, . 
: : X 

c) lim f (x) = lim E 

DEE X х+2 


horizontale à (C, ) au voisinage de (+=°). 





= lim 1- — = 0 donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote 


vem 


2) a Soit a et b deux réels де[0; | tel quea < b => 0« за «Lb « $ doncg(a)« g(b) dou fest strictement 


croissante sur |0; i[ 
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Lioaso02924909$92924 $0292 220940 ЖК 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
Lea$s$$9zeeg9449$g2zz0900 d $OS$?OSS$$OQS OR Ri 


Exercise N? 11) b) $ 2). b) ъ= 3)i)c) ii)c) ; 4)8) 3 5)a) 

Exercice № 21) f (1) = 2 ; la courbe £', présente une tangente horizontale au point d'abscisse 1 donc 

f '(1)2 0. De méme f '(3) = 0. 

2) f'(x) 20 si et seulement si f est croissante ; d’après le graphique : f est croissante sur |-ео,1] et [3, tel et 
est décroissante sur [1,3]. Donc f (x) 2 0 Vxe]—ee,1] U[3, e9[ . 


ыт а = f (2). Or f' (2) est le coefficient directeur de la 


A (0.6) et В(2,0), го) 2-5... 


3) On a f(2) = 0 donc jg 9. lim 


A 
tangente à la courbe £, au point d'abscisse 2, А = (AB); 


4) f est croissante sur ]—°,1) donc f (x) 2 0 = la courbe ¢, de f’ est située MA de l'axe des 
abscisses sur l'intervalle ]– =, 1] et par suite А) et C) ne conviennent pas. 
La courbe B) est la représentation graphique de la fonction Ё’. 





Exercice № 3 f dérivable en a = íi 02-02. li is O2 zo). 
xu x-— ха х- 

()- (0) ( (у mic 

g est dérivable en o => g (0) = lim BE = jig. 8 V7 X) donc EI). Zi ge Bt) (5. 
xa x—u Yo Yum f Xa) lim Хбх) эзе f(x) 
1-а xy— Q 
On pose f(x)=x – 1 et g(x) = sinzx,f(1)2g(1) etf’ (0)=1 #0. lim pin. Ari Е-е -z.De méme 
D Za 
tgx-l LE GEN Ee 7 


Exercice № 4 f (x) = x—sin x, f est dérivable sur [oz] et /(х)=1-созх>0 Vxe [oz]. Ainsi f est 
strictement croissante sur |o z f(x)z f(0)=0 Ухє |o а -—sinx&€xVxe |o d (1). 

3 2 
а(х) = їп х-к, g est dérivable wo et g (x) = cosx -1 a 


g (x)72-sinx +x 20Vx e [ož]. Donc g’ est strictement croissante sur С 


=> g (х) 2 g (0) = 0 Ухє [oz] . Alors g est strictement croissante sur o£] 
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b) lim g(x) - lim wn ®х |=+= 
3)a) Soitx € [0:1 ; f(x)=g(x) = f(x)-g(x)20.0na: 


f et g sont continues sur [0; || donc (f= g) est continue ѕиг[0;1 


(f -g)(0)- Let EE s (t-e)(0x(t-e(4 J«o; 


f est strictement décroissante sur[0;1[ et (7g) est strictement 


E 1 
eren particulier sur 9:2 à 


décroissante sur [0; i[ donc(f s g) est strictement décroissante 
; | i 
sur [0; I[ ainsi l'équation f (x) = g(x) admet une unique solution o dans Wl з 


b) 0.3<0<0.4. 
4) gest continue sur [0;1[ et pour tout x € [0:1[ ; g(x) 2 0doncg(x)e [0;+е°[ de plus f est continue sur 


EE) donc f eg = h est continue sur[0;1[. 


хә хэ! 


par suite h est continue sur [0:1]. 
rs le 


Exercice № 6 1) f (x) = N3x--4,, f est dérivable sur Re 


3 
de f pour h proche de h est f (Л) = f (0) h £0) < f(1) = 2 +28 


3 
2) 4/4.000048 = 44 4-3x0.000016 = Bono xo DOES = 2.000012 . 





lim g(x) = + et lim f (x) = Odonc lim (х) = lim f eg(x) =0= (1) d'où h est continue à gauche en 1 et 
Xe xt E 


3 CUTE 
et f (x) 2 —f—— — . Ainsi l'approximation 
| d 2\/3х +4 








Pour 4/4.000048 , la calculatrice affiche 2.00001199 , l'approximation affine de 44.000048 est une valeur 


approchée par excès de 44.000048 . 


Exercice № 7 :1) f dérivable sur RN(—5] et f (x) = 


flos fbr EH 
(х+5)1 8 


l'approximation affine de f 4 voisinage de (-1). 


ll а 
2 bal E A Kee HE Dy 2—--—t.L'erreur commise 
à : lef Sc сы 2 6 
est (1+0) - f (-D)- f (- йене Sc 
tth 8 2 
Exercice N^8 f GE soit pe №, f est définie continue sur [p, p+1], f est dérivable sur 
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Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » Collection : « Pilote » Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » Collection : « Pilote » 
Jp; p* 1l. Vxe]p, p Y, f ОҒ e ‚ D’après le théorème des accroissements finis, il existe un réel c de b) Montrons que Vx € [tsi 2f (3)«0. 
Јр. р+ tel que f(p+1)-f(p) = (p--1-p)f '(c)2 f (c) 2 ——— a ее 3 = ОпаЁ'(х)=— A E <0 ; Montrons que Vx € [1;4e9[: f '(x | ; montrons 
(р+1# p c p (pk c gailen), 2. 
1 Geh 3 ЖЕ 3 1 1 3 

2)0na p«c«pt12 ——«-«—— <= ш So Sc 1 

E EE ERT ЕП, ic dna ш Ас» й 
Ў ісе № delen 1 1 
Exercice №9 1) f (x) Е х уед]: f est dérivable sur [0,1] et on a ЕЗ bi. X Жы: 218 1 н жауырын EE (х+1)> COTES ШИМ) 

х+1 x? (x41) - x REN x (x41) 2 
л „Л л 

f iii ek 1 І 1 D 

3 За д e a >—,-— <1 eL ls E EE gief: A 

3 x` (xl) V2 х+1 2х \х+1 2 2 
05251-50595 <= comme x cosx est décroissante sur |o Z ats c) On a: SENG )- EEN (х х)<0 э -Z(x-a)st(x)-f (x) 0(x-a) (TAF) 
1 л 1 2 4 "m 
25$ 608—3JX гесе E E LPS vxe [0.1], Se E or (о) = mu sli оа(х)<а 5-3 a«t(x)sa. 
2 3 d 3 3 $e y 3 3 3 Q r „2 2 2 
3 SEXE # < Е ; 

2)he [0.1] => [0, A] c [0,1], f est définie, continue et dérivable sur [0,h] et Vx e [0,5], on a ЕХЕ N е 1) 8) goo Я +3 -T,g définie, continue et dérivable 
л 4 
3 KA (йе . Pour Л #0 et d'après l'inégalité des accroissements finis, on а: sur R et g (x) = 

h) d Ӯ М Ca a 
E ы U00-f O a E em h sl? dE ,etsih = 0, опа tan 20 = 0 et l'inégalité reste vraie. 
3 h-0 3 3 3 3 3 


Ainsi Vhe [0,1], ona zh «ш[ Zi bier з 





Exercice №101) а) g'(x) =3х%-1>0 Vxe [+ 
g(I)2r -1-12-1 lim g(x j= lim x' -хті=+ә 





b)Vxe Е, опа (=х)є R et g(x) o g(=x)= m !+ mee- 
gr Ze 


b) g est continue et strictement croissante sur |1; +| donc g (Li: +Í) =[—1;+=[ ; 0€ [-1; +| donc il existeun = I(0, -1) est un centre de symétrie de С. 
seul oe [1;+е°[ tel диер (0) = 0. Опа: g(1.3)=-0.103<0 et g(1.4)=0.344 > 0;g (1.3)xg(1.4) « Odonc 
d'après le théorème des valeurs intermédiaires 1.3 < Ge 1.4. 

с) Опа © est une solution de g(x) Des р(0) =0 «€» o? -a-120 s0 =а+1 e ao zal 


2)a) f (х) - g(x) or g(x)e]- 2,0[ Vxe R alors f (x) «0 Vxe К. Donc f est décroissante sur В, 


з «+1 SE 


О = —— > = |— 


+1 : + 
2)a) x > XT "est dérivable et strictement positive sur [1;4ee[ doncx > к est dérivable sur |I; +| d'où f 
X í D 











est dérivable sur[1; +| etona: Мхє[1;+%[ f'(x)- p. = 
2x Vx-1 
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— M m 


=] 
1 " i =. — SS als Ess Las " = 
а= а lim n [G0 3]-7. et lim | (х) (х +|= odone Ansatz est une asymptote => f (x) = —zsin(zx) > Осаг -л<лх<0.хє]—°,—1[, f (x) V-x-1-12 f'a) Tm" 
Xx 


Ae 


oblique à $ au voisinage de —ee . 4) 


3) aJU, 202 0. Supposons que О, 2 0 et montrons que U,,, 20. 
Опа „= f (U,)e E + = U „ı 20.Conclusion : U, 20 Vne №. 





1 , Sal I A "E 1 
b) Vx20, (х) = g(x) :orsi x20 -1< (х) 802 —<-—(х)<0>|/ w|. | 

$ £g 1 2 5) f est continue et strictement croissante $иг[0,+е=°[=> f (L0, +ә[) =[7(0), lim f G9 [E 2f . 
D'aprés l'inégalité des accroissements finis, on a | f(a)- f (b) < ch -b| V(a,b)e R;. 

















Donc Vxe Е, ,1< f(x) «2. 
0 
І à; xii d UNA CETT уке {0,1,2,...п},К 2021s f() £2 
c) Опа: U, 2021120 >|f (U,) - /9| sU, es e o. Ae ders (3) уге. 6) a)$, NITE e AT 1) ;orVke( п}, /( 
— BH 
п 1 n+l s- k ue 05 S, 
EE BE ZEER | э0< f(k)- -is1s0s ZAIT: )<n+1 >05 TEGO- ) vd 
| 
ҮЧТҮ M si 1+— 
Ж ЕЕ Dr. 1303) SE LE GA E eeh b) lim Än lim e fen lim S, =0. 
22 пә+е ni] o a9 | d n4 
n ge 
ў п 
(2) =0> lim (0, -1) 20 lim U, =1. EE с 
Ate ne nem z ] 2 ——————— -1<0.g(0)= f(0)-0=1, lim g(x) = Im х)-х)=-—=° 
7)а)в x) sf (х)-х ‚в '(х)=/ (х)- ЖЕНУ ops SE 








x ; : 
i о і = li E zl Zx)-cos0-1 Or (0) = lalors f est 
Exercice N? 12 1) lim fœ lim \ ss Ki =) l, lim TG lim cos( x) 


continue en 0. іт f(x)- lim . cos(zx) = cos(-z) = -1, lim Fas Jim v=x -1-1-2-1 
хәс! 94-0 Se 


Or f(-1) = -1,а1огв f est continue en -1. 








fG)-f(Q) ,. xl, aT озү: 
GE. lim x-0 ma х x» deii > fal ) 


$459 719 Г) - = п DE, lim $9809 Н enge Ess. Ems Em donc f 








b) g est continue strictement décroissante sur R, donc g ([0,-+[) =]—°°,1].СоттеОє g ([0, zc), alors 


l'équation g(x)= 0 admet une seule solution œ dans К, et par suite l'équation f(x) = x admet œ comme 








lim x- x0 x0 ZX 
1 2 Р 
Pos FCD ve cosx) cos) y seule solution dans R, . g(1) = /(10—-1=—=> 0, g(2)= /(2)-2=—=-—1< 0, et comme g est continue sur 
n'est pas dérivable en 0. lim. “с^ er lim. ZH и'(—1) avec e g If Б Jg 
u(x) = соѕ(лх) => u (x) = –-лзіп(лх) > f, (7D =0. [1,2], donc age X. eh 
f D 
im Zo: fc» = lim dl. lim z = —ee , donc f n'est pas dérivable en (-1). в (х) т. > 
хә(-1) х+1 x-0 xl хә(-1у We 
N = а 8)а) OnaU, =1=51<0 геи раи < а et montrons дџе1<0,, < С. Опа f 
1+ х2 "IE э 0 0 





3)xE]0,+e[, fo) =1+ ЖЕ: CUR In (1+ x2) (1+ x21 x? P est croissante sur R, , alors f(D S f (U,)S f(a) = Los SU usa 


x€]-LO[, f (3) = cos(mx) 
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(car f(z) = e) et donc OSU so, 


пі 
Conclusion : 1< 7, < а Vne М. 
b) U, Sa = g(U,) 202 f (U,) ZU, et par suite UD. 
U est croissante majorée par a , donc elle est convergente. 
Шы 7 f (U,), f est continue sur R, егеп particulier en! = lim О, > /(1)=1=1=@. 
Exercice № 13 A)1) g dérivable "T 








үх2+1- 26 
sur R et g (x) — — 2X tl SE. 1 >0 
х2+1 TEE 


lim g(x) = lim 


X 
ШТ" 1= 0.р admet 0 comme minimum 
wel 
x? 


absolu surR => g(x) 0 Vxe R. 


2x 
2)f (x)- 
2\/х? +1 
lim n (х) = lim Vx ELE x tes, lim Р(х) = lim А ШТ 


GEI 





tl-2g(x)20VxeR. 





puisque lim Jx241—x = +оо 
XM 


Le) 


3)a) Jim (х)= +оо, lim. ——-- Jm 


1 S 
чүү 172, fim [f б)-2х]= fim Т-к = 


lim =0 = Л: у= 2х est une asymptote 


Y 05 





х2+1+х 
oblique à ¢ ; au voisinage de Ae. 


1 
Л) 2х = ухах =———==——>0 Vx € R et par suite la 
Ух? 14x 


courbe ¢, est située au-dessus de A. b) voir figure 

B) 1) f continue sur [x, х+1], f est dérivable sur]x, x*1[ 
Vxe К. g(x) € f (x) S g(x+1), donc d’après 

le théoréme des accroissements 

finis :(x-K1—-x)g(x) € f (x4-1)- Jx) S (x+1-x)g(x+1) 2 (х) € f(x+1)- /(х)< е(х+1)Ухє R. 


2)а) U, EE 1.U, "iniri sa 1н) i 
m Dare 





b) Soit ke N> g(k)< f(k+1)- f(k) < g(k+1) 
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LL 
"Ewert A 2x2 





-2х 


c wed) i. 
js EU TEX ы ху DEN = кш с 80Р 
Sr at ings dee] ero (x-Dx ч. Sen ` 


= g n'est pas dérivable à droite en 1. 


2 
muc) 
5) Vx € Р\{-1,1,0}, вх) = MESE —— 
X 
Ais DL 0. 
x^N1—x^ 


В) 1) f (3) = x?sin (+) si xe R\[0,1], lim /(х)= lim а(х) = g(0) = 0. Vxe В',-х2< eal 2 SS et 
x X x0 x07 
comme lim(—x?) = lim x? = 0 , alors lim f(x) = 0= 0) = f est continue en 0. 
0 0 
Ee HE, so o. NES ОТ 4) e - (0) 
вер = f'; (0) H 
x-0 sa 2 
Et puisque / (0) # f 4 (0) donc m n'est pas dérivable en 0. 


3) Vxe В. [0,1], (х) = EEN 
x X 


2) lim -————— 80) = 


x-0* x30 


xl 


4) lim f (9 - lim sin - lig 99 z4e j 
xU X Pe 


C) U, el а) о) =созх-2, Hd = sink ve |0, ak 
k=l 


im ТӨӨ ш, KE 


XH X 
h(0) = m 2 2 Lk 
2 л 





x0 

h est continue sur 9 et comme h est 
e д}. л 

strictement décroissante sur [oz]. 


donc il existe x, € | d unique tel que 


h(x,) - 0. 


b) qi shine ра ЗЛИ ЕТА 
л л 





Vxe [oz] E EEEN 
2 m 


c) Vk є {1,2,.4л}. Le [oz] >21 < (2) 5 


41 
п Mathématiques H 4*"* Math 8 





= lim ssi (4 juo f, (0) =0. 
Хх 


Exercices sur le chapitre « Dérivabilité » 


8 (0) Sf (1) -f (0) 
80) 5/7 Q)-f (1) 


g(n) Sf (n *1)-f (n) 


Si on somme membre à membre ces inégalités et aprés simplification, on obtient : U, « Jor*b-1 Grp (*) 
n+l А 


Collection : « Pilote » 


D'autre part, on a : 
f (D-f (0s (0) 
f 2)-f (0) < g (2) 


f Q)-f (п1-1)< (n) 


On somme membre à membre ces inégalités et apràs simplification, on obtient : 


£O <y, (**). D'aprés 


(*) et (**), on aura : Г) su, 10101 VneN. 
n 


1 


TET Jet 
Mon WE 











c) lim I. т 1 dnd +—= 
nv п+ note + ne * 
n n+l 205) n4l 
n 
^ 1 
а Zur 1 i-e ep HE EL. 1 IK (n-1P? ^ 1 
n> n+l nel cc пф] п+1 Deeler Done dapes ke 


théorème des comparaisons lim U, sei, 


3)V, "ueri tee Des (k)- 


De 


={хє E een 


Мн) о, EECH 
( 1/1 х) (Л) $15 


: 41-3? 
lum = = іт g(x) - 0. 


-U, =1 => lim V, =1. 


Exercice № 14 : A)1) D 





2) Vxe RM0), et 


3) Si xe [-1,1]= (-x) e [-1,1] er sc) == LE 


EE BE (0) = 
ET x? x0 Lil x? 2 8 ms 


= —g(x). Donc g est impaire. 


om Seen -o 


x0 
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p 

— €k sin = < CHE 
Zerad Al Be? 
Exercice. N° 15 1) a) lim Р(х) = ШШЕ эсс 


2п 
Ik et comme lim == +оо , alors lim U, = фә, 
e m 


Мх2+2х 
xl 


2f(0- lim f(x) = f(0) 31 f est continue en 0. 


SC Gef (0) үз? EE XE х+2 2 
b) TEARS LAS m e Labor аА ———— E 
paff ` Ze x30 x(x4l) xv Esseg Um (x-DNxt2x 0 
А, LS 
m fe- fO = lim 022 - lim mn - dues +оо, => Co a une tangente verticale au point 
x0 х= 0 x07 X x0 X 0 
(x-2) Pur 


A(0,1). 


с) 1) x2 —— +” dérivable sur ]- e5,0[ et vxe]- 0,7» 02 х ee? est dérivable sur ]—се,0[ et 
х= = 


x- 


par suite f est dérivable sur |—=,0|. 


D'autre part x i х+1 est dérivable sur ]0,+[ егх+1 0 — f est dérivable sur ]0, +[. 





1 1 
ii) Ру е Vx€]- ee, setzte МЕЈО, неј. 
ii) Р(х) ER x€]- ee, O[ et f. (x) SCHEER x€]0, +[ 
x-2 
5 і 





X 214122 


d) lim Р(х) =1-1=0ег lim f(x) = lim 1+ 


ej 








>0< ros! Vue Se 

b) Soit р(х) = f(x) - x, Siss f (х) -1=-1< g (х) < -5 Ухє [1+]. 

Ainsi g est continue strictement décroissante sur ze = g ([1.+=[) = ] lim g(x), D = ]-=,& (1)]. 
Сотте0є J-e, g (1)] ‚ alors il existe un unique сє [1, tel tel que g(@)=0 €» l'équation f(x) = x admet 
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Collection : « Pilote » 


; 22 
une unique solution o dans l'intervalle [1, +[ . On a g(1) = f (1)-1= а >0е (2) = BC « 0, donc 


d’après le théorème des valeurs intermédiaires oe ]1, 2| . 
c) lim f(x) 2 0— С, admet la droite y = 0 comme asymptote au voisinage бео. 
lim f(x) « 2 — ¢, admet la droite y = 2 comme asymptote au voisinage de +o. 


II) Da)Pour; = 0, onaU, 212 15 U, «a, vrai pour = 0. 
Soit oeh. supposons que 1< 0, < 0 et montrons que 1&U,,, «a. 
On a, d’après l'hypothèse de récurrence 1 SU, <œ et comme f est strictement croissante sur 


уз 


l+ >f () «f (U,) «f (a) 1477 SU 


ISU, «& Vne N. 
b) U,,, -U, = f (U,) -U, = g(U, ) , g étant strictement décroissante sur [1,+%[ et comme 


<а et par suitel €U,,, < &. Conclusion : 


n+l n+l 


U, <a> g(a) € g(U,) =U, -U, > 0 et par suite U est croissante. 


c) U croissante et majorée par & , donc elle est convergente. Comme f est continue sur R et 
U, e [La], donci = lim U, = (1) 17a. 
n+ 


1 2 
2) a) f est dérivable sur [1,+е°[ et | f (х)] < 5 Vxe [1,+=[=> |/ (5) - /(а)]< SN — H pour tous réels a et b de 
l'intervalle [1, +f . Si on prenda = Q et bss О, ,puisque Vn e N,U, e [1,+=[‚ on aura : 


\/ (U.)- fe) «o. ође 





4 


0 
b)Pourn = 0), опа: U, 21,0««-U, < (5) & , vrai pour n = 0.5ойлє №, supposons que 


n n+l 
1 
0<а-0, SH et montrons que0 « a —U,,, € 42) . Ола, d'aprés 2)а), 0< & -U € —(a—U,), 


nel — я” 4 


"+1 


п n+l 
orona 0< y—U, sa[) , alors : o«1(a-U,)sa(4) et par suite 0< a—U,,, SCH Par le 


n 


Ks " 1 
principe de récurrence, опа: 0<0-0, < di Vne N. Comme lim 44) =0= lim U, =@. 


k п H 1 k 
3) a) On a, d’après 2)b), 0< @-U, sel? Vke N serie Zell 
k=l 


k=l 


Ep 1 " 1 D 
SE Jeep) pes «na. 


LIS 4 4 
4 
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SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
Exercice N° 1 :А) 1)a),c), d) ; 22 a), e)B) C. =5, Lea ауес А; у = x compléter la construction de Са 
Exercice №2: 1) Vrai , 2) Vrai и 221 V 01x 4) Vrai ;:5) Vrai 
Exercice3 :1) С, admet en B(1 ;2) une demi tangente à droite verticale dirigée vers le haut alors, 
f(x)-f(1 
lim domi = Aen E admet en B(1 ;2) une demi tangente à gauche portée par une droite de coefficient 
X -— 
f (x)-f (1 
()-tQ). 
x-1 
2) б, admet en A(-1 ;2) une tangente de corfficient directeur 2 alors, f'(-1) - 2. 
1** méthode : Soit x e R’, 


x 


directeur (-2) alors, lim 


= —— X E X 
x G-A x (x*-1)£1 í 
On pose X = x -1 donc six Э 0— X — -1 et par suite : 
f(x'-1)-2 f(X)- f(X)-f(- 
"esr E ia EU? 2 lim шш. ны. а РРР 
xl (x? -1)«1 Sal X-«l Sal Kén 


4 


t(x* -1)-2 
comme lim x «0, il en résulte lim ————— —— = 2x0 20. 
x30 x0 X 
f(x*-1)-2 2 
2** méthode : Soit x e R° чү e(x)-e(0) 
X х 
ауесф:х кэ Ё(х*—1). Опа: 





Шр = fou avec u:x 2 x^ - 1 I2] u est dérivable surR et pour tout x e R,u'(x) - 2x 
donc u est dérivable en D etu'(0) =0 
f est dérivable en u(0) 2 —1 et f'(u(0)) - f'(—1) 22 alors ф est dérivable en 0 et 
f(x!-1)-2 чн 
E GEO 
х х0 x 
3)a) g” (2) 2-1car g(-1) 22. р est dérivable en -1 et g'(-1) = 2 #0 alors 


q'(0) 2 f^[u(0) ]xu'(0) 2x0 - 0 alors lim -29(0)-20 


ST est dérivable en 2 et (g`) (2)= „Бубу е ba sont symétrique par rapport à la droite 


PN 

g(1) 2 

d'équation y = x. 

Exercice N*4 1) Опа: 12550 08 xe J0, 1]= f définie, continue sur ]0 , 1] car x 17* continue 
x x 


sur 0,1] ; x EE s dérivable, V xe Jo, Ц ; IU gc f est dérivable sur JO , Ц. 
х х 
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b) lim EE pe donc lim S, = +. 


с) el EN i «T, « à et comme lim a — - (i) =а@= limT,-a. 
Зп 4 n4 3n 4 ne 


za Së 
Exercice № 16 g est continue en 5 «» f (1) = f (0) et dans ce cas g, D =3f (1) et g, 5) =3/ (0). 


Par suite g est dérivable si et seulement si f (0) = f (1) et f '(0) = f '(1). 
Exercice N°17 1) f (x) = (1- x)" . f. (x) =п(1+х )" f '(x)2n(n-Dü-x уе” 


уо пу Chio СЕС EE A 


Lo 


э ух) = lte tin DC x" rn = AAT 


kal 


> Ets 262+... +(п- (п 2)" e n(n-DC;x"? = 3 kk -)C; x7 . 


kz2 


3) +x)" = ус = п1+ x)" = Y Cl) ет п(п-1)(1+ 3)? = УКС, x^. 
k=0 


k=l k=2 


Si on remplace x par 1, on obtient : УС = 2", n2"! = Y KC, et n(n-1)2"? = Y k(k- 0C; 
k=0 k=l 


ќе? 
Уак -рс = ес Ус 2 Уес! = Усі +} KC n2" + пп )27° 
kal k=l kal k=l k=l k=l 


Exercice N? 18 Supposons que f est T- périodique (avec T > 0), alors f (T) = f (0). Comme f est continue sur 
[0,T], dérivable sur ]0,Т[ et f(T) = f(0), alors d'apres le théorème de Rolle il existe au moins un réel c de 
JO, TI tel que f (с) = 0 ce qui est impossible donc notre supposition est fausse et par suite f ne peut pas étre 
périodique. 
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-x-l4x 


F'(x)s x = Sg V xe Jo, Ц. lim ДА-А 
ES 2x* e x x-1 
X X 


donc f n'est pas dérivable à gauche enl. C, admet une demi tangente verticale dirigée vers le haut à 
gauche de point AU), 0) 


= lim 


NI NN: ЧИНИ 
x (x-1)J/x T pais ei x 





2)a) f continue, strictement décroissante sur ]o à 1] donc elle 





réalise une bijection de ]O , 1) 


surf (]0,1]) gl (1), lim f (x E +o. 

x-0* 
b) On a C, admet une demi tangente verticale dirigée vers le haut en A (1 , 0). Par raison de symétrie раг 
rapport à A: y zx, C, ., admet une demi tangente horizontale en BIO. 1). Donc g sf ^! est dérivable à 
droite en 0 et g, (0) =0. 


Ges v fo (x)-f^ (0) Seb 1 1 
9h éhode: lim ————L— I lm —————— lim-———————-——- 
"ie! en т) OAO e 


y-l 
с) C2 =S уы (С, Йй La droite x «0 est un asymptote verticale à C, au voisinage de 0. 


Donc la droite d'équation y = 0 est une asymptote horizontale à e ., au voisinage de +2. 


d) f" [0,*9[2]0,1] if^ (x)8» e /(у)=х e Ke sl ed-y sn 
) 





y 








өу(х®+1)=1 = у= І done f~! (х) = 


ËM х? +] 
ааа = Е 
Ехегсісе 5: Da Va e [опа 1009011822) (xrrü(x-]) st жа] , 





x- x-1 - (x-1)4x?-1 x-l 4x?-1 
(б УРП LICERET кн ем, Virim | hr. 
b) lim T Ip PUN 1=+ итте РЕН: veo 


g(x)2 х +1 ѓопсііоп affine continue ën 1 [nterprétation graphique ` la courbe de f au point d'abscisselet à 
droite de lune demi tangente verticale dirigée vers le haut 
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c) La fonction x ta x?- lest une fonction polynôme strictement positive sur bh. Ae donc 1а 
fonction к» /х2—1 est dérivable sur |1, +| La fonction x кэ — +1 est une fonction affine donc dérivable 
sur ]1,+[ , donc f est dérivable sur ]1, +| comme somme de deux fonctions dérivables Vx e JL +f, оп 
X—-Ax*-1 
aT Te 
x?-] 


2)а) lim f(x) = lim n (У/х?—1 -:x) 415 lim Q3 -1-x? 


+1 =l Puisque 
aN i Bau, NS QE a 


lim yx?-1 1+х= angel e -0 b)VXe |1, +, 


x? 
on af х) = н Los 20 
kar; cr Хахаха). 1) 
Or on af est continue ѕиг[1,+[ alors f est strictement croissante sur). zc 
c) f est une fonction strictement croissante sur [1, + alors f réalise une bijection 


4е[1,+е°[ sur f UL gel Jor f est continue sur [1, +[ 
alors ([,+=[) =[ f0), tim fof -[0.1[-1 
3)a)La courbe de f admet au point d'abscisselet 
à droite en lune demi tangente verticale alors et par symétrie раг rapport à la première 

bissectrice (D): y = x la courbe de f™' admet à droite de f (1) = O (car f est croissante)une demi tangente 
horizontale d'oà f^' est dérivable à droite en Oet (f), (0) = 0 
b) TABLEAU DE VARIATION 

4)a) f (V5) 2 3 — 5 et par suite f^ (3— 45) 2 45 

D 2 








b) f est dérivable en 5 etf (5) = = 





Ree? GE De ode TE. 
T:ye (3) G-A5)x - 3-45) t G-45) = (2/5 4x -/5 -2 

- foy) 
d A is : {(уў=х‹Ф= 4/у2-1-у+1=х © /у?-1=у+х-1Ф y?-1z(y*x-1P 


xe [0.1 ye [1,+=[ 
EE J3 TM 5:518 
T E bx =f! (—)= 
2(x—1) ша 2 Бш 2 ) SECH 


Exercice n?6 :1) a) b) f est strictement croissante sur R, , donc c'est une bijection де, surf (R, ) et 


comme f est continue sur R, donc f (R,) = Jim ff (0)] = |0;1] 





< у2-1=у2+х2+1+2ху-2у-2х e у= 
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3) xsinx est dérivable sur b HE Vxe |: У , вїпх>б=>рд:хҥә Vsin —1 dérivable sur b] : 


cos X 





d ` 75 л gii Дек E m 
b) g est continue et strictement décroissante sur b а donc g réalise une bijection de Méi sur 








2-2z 1-х-хѕіпх 
kel х)=х© f(x)-x=0 —х=0 „——————= 
| | 9 fo) f) ]-sinx l+sin x 
—— sinx 
€» x| -E— —— |=0. f(x)2x qaas. i. esi) «o €» g(x) 20 car xe di g réalise une 
1+51п х 1+ sinx 2 








bijection de | sur [222-4 „о (22. 
2 m л 


в(а)=0 e /(а)= 


=| donc il existe un unique Ce b у gd tel que 


2) f est dérivable sur H gd f (x )= 7 —С0$ аыр < 0. f est continue et strictement décroissante sur 
l+sin х 
[ Я z donc f réalise une bijection de [o А а sur [р e | 
ҮЕ ш нен Р МЕА ЕС. tzera) 
l+sinx ` F UP 
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x" х—] 

2) a) f est continue et dérivable sur [0,-oo[ donc pour tout 
13 f est continue sur [0,x,] 

Xg€ |—,l| опа: Д alors, d'aprés 

2 f est dérivable sur JO.x,[ 

le théorème des accroissements finis, il existece JO, x, tel 

que : f (x,)—f (0) 2 (x, —0)f'(c)et comme DO) = 1 donc 

f(x,) 214 x,f'(c). 





3 
p) Pr See alors (2 


ЕГЕТЕ «цы (39), 


f est strictement décroissante surR , 


oct aere ener 


e [5 


alors —f | 


Jae ser att a 


1 2 Xo 


1<—<—= 


x, x3 


ө i №2 («207-7 
7 


l f'(c = —0,34 < f'(c) « -0,24 
e Serie ©) 


3£7:]o:1] 2 [0,9 [;x S (х)=у."!(х)=у=,(у)=х e 


- „ш ныгы ушт 
у +1 x x 








2 


1-х 





(car x et y sont positifs). Donc f~ (x)= 
Exercice № 7 :1) f une fonction polynóme dérivable sur IR en particulier sur [—1;+=[ et positive donc f est 
strictement croissante sur [-1;+=f[ . f est contenue strictement croissante sur [-1;4ee[ donc elle réalise une 
bijection de [—1;+=[ иг (+) = =1); lim. f(x (х= [0;+ә[ =] 

2) On pose g(x) = Ух -1 V xe [0;+[ ; teg(x) e (Mx -1) +3(Ух-1) «(c -1)+1 =% 

V хє[0;+=[.Бопс f'(x)=g(x)=Vx-1 V хє[0;+=[. 
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л 1 
с) EE = l В 0€x«E = 0 <соѕх<1 ;1<1+с05х<2, Ly : <1 
2 Goal 1-4] l+cosx 2 2. |«cosx 


SUME ШШК 1 КАМ, СЕЕ Ву Ж -1 1 Sek 
e ДЕ 3) f mn 2 e хє |] 2 хе hël. сш) 1 


Exercice № 9 :1) pour 0<х<® ona 0<{апх «1—1-tanx > 0 donc 1—tan(x ) #0 ainsi f est définie, 














2 
contenue, dérivable sur |o " gd etf (x) ITERG 20; lim f(x)- lim 


(1—tanx ) ty 





=— = 400, 
iii 0 
x= — 
4 





А % Р m х EK es л 
f est continue , strictement croissante sur |o s zf donc f réalise une bijection de [o Е gd sur 


(open 


ER ^ z Л . $ Л = 
2) f est dérivable , strictement croissante sur |o Я gd et f nes'annule pas sur [ o 1 donc f^ = g est 


dérivable sur f [о ; ak f(0), lim fœ) =, +е[ et Vxe[-1, +; g (х) = on 


EI £9) 
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pose /'(х) = y donc f (у) =х 





=x alors 1—tan y s d'oü 
х 











1 (ап у 
2 
1 1 
ш) d (1-144) Кы 
ёзу 212217 (x)e 2 = i mico diui БИШ ut. 
x f (у) l+ (ап? y l+ tan? y [i 3j "T 
(17 tan y х х 4 
n 1 о! 1 
EE cu Id 
(2-3) 2x^*1-2x 
кек 
3) a) ss) ee (E885) vs e|— m SÉ MEN LUE est dérivable sur з et V re £o 
2 4 2 4 Së 4 2 


l+ tanx l+ (ап х 





л 
>1 саг уке }(апх>] = l+tanx22; 21 ;g est dérivable sur [1, Ae donc h est 


dérivable sur £d et 
42 


кое (Eee A 1 |-tan'x | _1+ап?х _ 
2 2 l4tanx  „[1+їапх 2 Le tan? х 
2| ———|-2 e PNE 


2 





| 1+ tan— 
b) h(x)z1 V xe E LL h(x)=x+k avec ke IR, ог а) et da 4 


2 


LOW л л mom 
=0(1)=0 di = SES MES Edd 
-g(1) d'où ^K 0ek д donc g(x)2x z v sel? zf 

x 


Exercice 10:1)a) f est dérivable sur R cl? Ухє Ia Ona ' 
Тер 2 2 f'(x) 






f (x) = —6cosxsinx , signe f(x) 


def (x) sixe rt)» 0Sixe nl э r0) dengen >0etcosx «02 f (x) 20 


: : x A EE 
b) f est strictement croissante Е d donc f réalise une bijection 


de |. 1 surf (Ga et Puisque f est continue P1 : 
SE alors л-ге, lim ==) 
ET 
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d’après le théorème des inégalité des accroissement finis : 

13 1 ы 1 
inm et^ yf (o) «Sx o) avec t^ (o) =Q Vxe Vi опа gri) Sr (x) S 3x +0) 
3 


11]\{0}. Ухєр,,-хер, etf (=x) = 


-f (x) Donc f est impaire. 


Exercice n?11 : A/ 1) a) D, =[— 





b) 
Posonso(x) = 02-10). y <1.ф(х)= im CI Done 


mm = —cealors f n'est dérivable à gauche en 1. C admet au point 
Е 


Х=1 
(1 ;0) une demi tangente verticale d'équation : | so c) 





^ а 
D, = ]0;1]. f est continue sur ]0 ;1]. limf = + et (1) = 0. f est dérivable sur J0 ;1[ etf'(x) = єз эг 


d) Voir figure. 
2) a) f est bijective delt ;1] уег5[0,+о[, 
i i f SUR -y 2 2 3:73 2 2 
dis EN (v) fent en MD ike 1-у* »xy el-y »x'y ey (1«x)21e 
є[0,+=[ |ує ]0;1] у 


у= н car y »0d'oà : Vx 20, f! (x)= 
1+х° І+х? 





В/ 1) 





b) Conjecture :* U n'est pas monotone.* U est convergente. 
2)Posons ф(х) = g(x)-x.x 20. ф(х) = g'(x)1 « donc o est strictement décroissante sur R, lors elleréalise 


une bijection deR, sur (IR, ) et comme q est continue sur Ё, alors q(R,)- Je oan! = Lon 1Jet 


puisque 0є |—,1]alors il existeoce R, , unique tel que : (or) 2 0. 
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т 
epe f()-fC) 
2) a) lim O %9 - v. lim — ey puisque lim 2 =г,(®) =0”Саг 
th! ктай "äi f()- 105) exo x. KR 2 
T 
81 
2 


рошх > = f(x) »f CG alors f™' n'est pas dérivable à droite еп1 


b) f est dérivable cl? H et f (x)  Opour tout x € Ea r| donct^ est dérivable н ap- ]t.4[ 


c)Pour x € ]l, 4[ ona (f^ У c МЕ : 


ЕЕ (х) f(y) -6cosysiny 


D 
3 f 2 == 
f^(x)2 y (у) =х < 1+3соз?у=х e» cosy = s 
e 

ds 

y 95 
Onacos?y *sin?y = 1 €» sin y =+\/1—соз?у eg puisque sin y » 0 
1 1 

ES 2+5х=— 


-6cosysiny - 6 ez zl t х 
d) Par la forme conique ` у-х2+5х — E -5)-4- Lu Ari 4= -e- oet Par 


puisque cos y < 0 


xe ]1,4[ 


(Е) х) = 
Mee 








encadrement dans l'intervalle E 23 on gus. EX ES <> donco « gode? <~> D'où 
44 4 2 2| 4 

3 343 py MET) 57 

><= <|- EEM ДЫ f(——)-2-—etf(— a 

аа Саа eg, 


b) On роѕер(х) = f! (x)- x par suitef^ (x) 2 x = g(x)=0 .La fonction g est continue PT 

et 809809) < 0 d'aprés le théorème des valeurs intermédiaires l'équation g(x) = 0 admet au moins une 
solutiono.e Ea La fonction g est dérivable comme somme de deux fonctions dérivables : 

в (x) = (f^)(x)-1«0car (Cl )x)« i <1 Donc gest strictement décroissante sur EA alors ot est unique. 
4)OnaVxe ES «(f^ )y(x) E ‚ f^'est continue sur[o, x] c E et dérivable ѕиг[о, x ] donc 
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9(0)21»0 
viis sapi e оа ru 
3) a) Démontrons par récurrence que : P, ;" Vne N,0< U, €1". Pourn z 0, OSU, =0<1Ч'ой best vraie. 
Supposons que : 0 € U, <1 et montrons que0 S U,,, S1. On a: 
0 € U, € letg est décroissante sur R, => g(1) € g(U,) € g(0)or g(1) > 0 et g(0) = 1 doncO S U,,, € 
g est dérivable sur R, 
d donc, d'aprés les inégalités des 


Salz: 


(b)- sialszk-de comme U, 2 0 et œ 2 Oalors 


Lanzen 


Conclusion : Vne №:0<0 <1. b 
onclusion : Vn e Е ) Укей. 








accroissements finis, pour toutaetbe E o 


1 
роша= o etb = О, ‚оп obtient (О )- a) 540, -0| or g(U,) - О, etg(&:) =0: donc 
1 1 " 
Чо] sch, —о]. с) Démontrons par récurrence que : P, :"Упє №0, - o] «(3) о". Pour n = 0, 
1 0 
IO, =o] =@< (5) (t d'où P, est vraie. Supposons que : P; est vraie et montrons que P,,, est vraie. On а: 


п nel 
v, -ajs(4) = Du. -els(3) ot or 
2 2 2 


vraie. Conclusion : Vne МО, -a| < (5) a. 


nel 
-o|s- Ju. -a| donc IO. ziel ®4'ой Pay est 








U wsi 


d) Vne nu. -els(2) Get Dm 5) ®=0=> U converge et Jm U, =Q 


x 
Exercice № 12 :A) f(x) = = 
ÉIER 


sur IR = x N1-- х2 est dérivable sur /R , de plus x х est dérivable sur ЈА. Ainsi f est dérivable 


э 2x 
EE x 
21e x? A 1 


+1 V xe IR1) a) xi 12- x? est dérivable et strictement positive 





sur JR. Vxe IR, f (x= A s 
(1v1) Je ex? 


b) 
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lim /(х) = lim EI cu amem ee, PSI. m m 
pa ior чуд хэле 1 1 1 1 зо 
EE ->+ 1+ 
Xx x x X- 
li x)- li 
т = Па +1 =2 


| |а lim z 
— = 11 p TET с pm 
Cm pey1eax kate f | 1 | 
X | =r 1+— 
zi 


2) а) Vie IR , -xe IR 5 f(-x) e fillen ! 
Gei Sé? ———— *122.Doncl : 
1+уї+х? eet A onc le point 7(0 ; 1) est 


un centre de symétrie de C. b) (T): у= f'(0)x«f(0) (T):y x pua 
gin © 


c)Ona: lim. PAPAE 0; lim. f (x) = 2 donc les droites d'équations у= 0 et y =2 sont deux asymptotes à С. 
3) a) f est continue et strictement croissante sur /R donc elle réalise une bijection de /R sur 
f(IR)=]0,2[. b) On pose f^ (х) = y avec xe D 2[et ye IR 

y 


feste) m E dem Ts dee | y з 
) 7 =х-1 e-—L pe iry г 
Le + y? ETE ТТ 1+ y avec (x #1) 
«uc EX whip? [+ y? y 
x 


| A Dibipege ds 1 RES E | aat) 
х1. -1) x-1 4 d } (Le Geif 


2(x-1) 


e »(1-3* *2x-1) 22(x-1) ә Jd de plus f (0) «1 donc /' (1) =0 et par suite 


2 














Vxe ]0;2[; (x)= 2185 


Se: c) C et С sont symétriques par rapport à la droite A — у= x. 


А л ; 
B) 1) a)x } tanx est continue wo ; zs plus f est continue sur IR. Donc F est continue sur 





л л ; 
fo: Zf. vy soit xe Del Р(х) =] (tanx)s мел ак 
, a e, = +1 
2 2 l+V1+tan? x [+ соѕ х 


Dm (х) = lim f(tanx)- lim f (к) 22) donc F est continue sur| 0 , Z 
29 A8 д : ү 
2sin > cos% " F(£)-: 
men] таре] шее 2L. 2 
2cos? Ž e fx 
2 1+1ап —– = 2 
4 
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с) аад IE е 2 ъи 

1 1+п+К l+n+k n+k 1 men) * 

n+k n+k n+k 
pi — Zei 1 ZE І lä І E 1 E І м) 

Ki 2 nik пъ 1+п+К/ п+1{ @\2/ п+1 0 п+К 

n+k 

n 2 2(n+k 
HID Ph: isi api да d ape 
2 ntl п+К n2 n 4-1 0 l+n+k 2 2 ne 2 
Exercice N? 13 :1) a) Cx) сомо 
(x! 42x 2) 





b) On pose g(x)-f(x)-x ; g(x) =# (x)-1«0 Yxe IR, (car (х) admet 1 comme maximum absolu 
sur [0 Б + | ) e est continue et strictement décroissante sur IR, donc elle réalise une bijection de IR, sur 


g(IR,) =] , 1]. Or Oe ke, 1] donc il existe une unique réel oe [0;+[ tel que 
g(a)20ef(o)-o , dan ; g(1)2-02; а «0 ae E: | 


с)2)а) Ч, = £ ; UE É à |. Supposons que О, є É A Е montrons que U,,, € É ; |. Опа 


Ze U, <1 ; f est strictement décroissante sur ІК, alors ($) >f(U,)>f(1) = $ <U, «1 enfin 


d'aprés le principe de récurrence т< ее 


i A(2x^ ^4x]-(x^ 2x42) — (x+1} AT 
b) |f маў Шей, 


e «0. Donc |f (x)| € 
(х®+2х+2) Séi (к) 
< 


1 
4 


c) f est dérivable sur ІК, ; Ir (x) . D'aprés le théorème des accroissement finis , 


ABl 


|г(х)—(о|<-х-о]. Comme U,cIR, ; Fre, -al e» [Us -015310 -0l 
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2) a) F est continue et déri | куу г) і as 
e et dérivable sur |0, E Vx є E 2 eier oner Zo Donc F est 
' e л 
strictement croissante sur |o ; z]. F réalise une bijection de [o ; d sur di Zu ; 2]. Е admet 
2 3 д 3 » 
alors une fonction réciproque F™ définie sur [1,2] 
Ы) Опа: F ive £ elo, E E ; 
) est dérivable sur С d et Vxe o£], Е (x) +0 donc ET est dérivable sur [1,2] ; 


xe [1,2] 


m 
/€|0,— 
: | 3 


ухе [0,2 (EH err On pose Е! (х) = y avec 





e 2 zl 
2——— Or E Lis у Donc Е(у)=х 


Vxe [1,2]; (F7) (х) = 2 


SE - A = [2 2 
l+(x-1) Ai Aen? ©) On pose &(х) = Е (х)+ Р (2) ; Опа x — еы 


х х 
2 p^ hs 2 
dérivable sur [1, 2] et Vxe [1,2] , ER E Я | GR [1, 2] F^ est dérivable sur [1, 2] donc 


3:4 А 
xe Е (2) est dérivable sur [1 , 2] et par suite g est dérivable sur [1 2], 





' zy 2 E 
EE 
D x'-2x42 x? che XUL ^ 
(2) „ож БАН? 05-ы) 
X x MATES 
WE ср, ^ COMPE 2 
E E GE Donc р est constante sur [1, 2], 
g (x)=8 () F^ (I) e*(2) Or F^ (1) =0 саг F(0)21; F?(2)2 E d'où g(x) 3 vxe[1,2] 
2 2 
3)a) Опа: Уке (0,,2,......,n)(ne IN); n+ke{n,n +1,.....‚2п};п<п+К<2п; 2a mE 
| | r 2n п+К n 
e —+1<—+1<— i 
Bast nepos Ona iR ni et =+152,0 Е“! est croissante sur [1,2] 


1 1 
EE ERI 1 
2п nik I|SF Se d 
n 1 " : 
b) eus E! 1 "e | 
2 ?n > sek. SE SEDES ween) su, (ан) (1) 


amd U І 
F” 5+1) s 13] E" i l 9 1 
E nui г" ‘im F Ce rege im F (Li) (0; lim LE 
n+ р 
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1 


Pour n20;|[U, -o|- or 20122 ene SIE alors RUE 





45 
— -a 
50 





І Гү, hinaus 
soli -elsz«1 9 EIER . Vrai pour п=0. 


n+l 





On suppose que |U, ^ o|« (i) V ne IN' montrons que |U,., - 0] « D 


n n+l 
uL о] dät ES (3) Donc d’après le principe de 





[U, - o] di elt. ole Цу, -o]2 
4 4 

récurrence sur IR, |U, -a«(1) . lim (i) =0 car -1 2c 1. Donc lim |U, -o]-0, 

lim U, = Dm (О, - 0) +0 =0+0=0. 

п-++ее п-э+ее 
3) a) f est continue et strictement décroissante sur IR, donc elle réalise une bijection de IR, sur 
f(IR,)=]0., 1]. b) Voir figure. c)£^ :]0, 1]2 IR, ; хы '(х)=у 

2(у+1) 


=x © 2у+2 = ху? +2ух+2х 
у+2у+2 ` y (Ya 


f'(x)2yetf(y)»xe 


& agin y(2x-2)*2x-220. A2 4(1-x^)20 V xe ]0, 1]. Donc у= л. ou 


2х x(1- x i-x*) 


Exercice № 14:1)а) Pour -I«x«1e0«1ex «222 0T (Lex) «п, donc 201+ х) ж к ‚Кє 2. 


Idm E куе] eds 
X 


f définie, continue et dérivable sur ]—1;1[ et f'(x) eee EES Vxe ]-1; 1[ 





f continue , strictement décroissante sur L- Lil donc f réalise une bijection de ]-1.I( sur 
t (Hif) = [tim #0, lim го =R. 
xr х-э-17 
b) f dérivable sur ]-1: iet f (x) = 0Ухє ]-1; U Donc CT et dérivable surf ([-1, Ц) =18 et 


тере) 


‚ On pose (f^ (х)) = y donc f(y) =х 
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pour tout x € ]0;1]. Donc 




















Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote » 


ILU ——————————————— 


(у+1)=х+1 


C 1 ёлны — ii 


=1+ со lien €» cotg 


юа 


2) F(x)2f^'(x-1)«f£^ E ; Xr? x-1 dérivable sur IR en particulier sur IR' et pour tout 
х 


x€ IR^ , x-1e IR — # est dérivable sur IR^. Donc F : x> f^' (x –1) dérivable sur IR" et 


E(x)ebx(f7) (х1) -— —. xi L—1 est dérivable sur IR ,etpourtout xe IR", 1 лева 

л(1+х°) x x 
f~ dérivable sur IR^. Donc E, : x > SEN est dérivable sur IR" et F, (х) gl ET 

х х? х 
нае: -——us ==. Ма Enfin Е est dérivable sur IR" et 
x du A п(х?+1) 
xi 

Е(х)=- 2 2 —=0 VxeIR' 


—————— + ———— 
n(1+x?°) л(1ї+х?) 
b) рош хєЇК` , Е(х)=0=>\Ухє]0,+=|,Е(х)=с, et V xe ]-e0[ , F(x) 2c; avec c, et c, sont 
deux constantes de IR . 


© Pils f^ (0) +27 (0) 2 2t" (0). On pose f^ (0) - e» f(a) =0 өн (а+1))=0 


° ео (0+). Ог 0<2(0+1)<л donc 2(9+1)= Z>a=-Ż c'est-à-dire 


t" (0)--7 "Pils A 


° F(—1) =f" (-2)«f^ (22) 22f' (-2). On pose CT (-2)2 B S f(B) 22 


e "real 9081) =-2 e el Spe -1 Ог 0<5(8+1)< л donc хв) 22. B-z c'est-à- 
1 -l si xe D, +е[ 
dire f '(-2)=— alors Е(—1) =1. Conclusion : F(x) = | 
2 1 si xe ]-ee , 0[ 
DE a H +f" 63 =f" Lat +E” aLi dok: саг: 1х0. 
k l+k k JL К k 
k 
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——————ЄЄ—Єї—Єї—ЄїЄ—Є—Є—Є—Є—Є—————————— 
pe P) (2-7 
ИСРА СЕ ( y+1)) со! ty) үш Cal 
lim = lim ——— ————— = lim 
хә-1` х -(-1) xr y х0 E 
т т T 
tan| — y | ап — tan| = 
AER ei (5) РЕ =y) | т 
= lim = lim =—Х(+ео) =+ enfin 
xut y T 3 ya у 4 
Lei?) (ап | — y 
4 
f(x)-f(-1) 
lim Sen = +оо „Ё n'est pas dérivable à droite en (—1) et C, admet une demi tangente verticale à 


gauche au point A(—1;0) dirigée vers le haut. lim Zu —х)=0* et, lim cotx = +. 
xr 4 x0 


Donc lim cot (1-x) =+% ; lim cor (1- x) 2429 


Ё continue et strictement croissante sur [-1, 1f donc f réalise 
une bijection de 


[2 [зи it) -[r (1); limf (x (х= [0; +. 


Exercice № 16:1) Опа: xe АҢ continue sur IR en particulier sur [0 А т] ;:О<х<л e0 a SS 
<A .—6 З ; 
; gos o 0 donc x 5 Sinis est continue sur [0 | т]. хы упо est dérivable sur IR en particulier 


ѕшг]0, al: sins 0 vxe ]0,т] car 0< 2 < donc хь», [еіп Х est dérivable sur ]O , л] et 
2 POSSE 2 


_ 
ж 


х | o SÉ x 
= ços — cos — = Sin — 51п — 
Г(х)=-2——2— Gg Vxe ]o. lge 0) SU NT 2 2. 


EI T "cw = lim x š 
x= – AA -0* 
sin nn х 8 UU 2S dent 
2 2 2 » 











N 
ж 





1 
=> +=) = +оо — f n'est pas dérivable à droite en 0 .Conclusion:f est dérivable sur]O , al .2) 
х 
| соѕ = CEN o 
foz d Dengen E alors cos% 2.0 et par suite f (х)>0 Yxe]0, x] 
aan? 


x кэ sin x est dérivable sur IE Donc h est dérivable sur. J-iii[ et h'(x)—cosg(x)xg'(x) Vxe ]—1;1[. 
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b) U -» eee Ze en Or On a: cl kel Zu alors 
Ет k k Dem, KJ ' t k k kri 
1 1 - 1 1 
Р [2-6 lp U, - ENEE ek 
H | ИТД UE H Kl Ui 
D D 1 1 
NE FEES Ae 
Es 
-1 4 1 E 1 -1 1 -1 1 -! -1 1 
orta [ Den Deseo I) ener (o) 
2 2 n n+l n+l 


On pose f^! (-1)2z egen ®+1)=—1 €» cot ш z+1)|=0 et ge ®+1 те ®+1 =” 
P 2 2 2 2 2 





€z*121€»z-0 d'où f^! (-1) =0 donc U, ar) 
п 


W, --U, Bob (-=5) lim f^ [An (oot $ TNI (Aue d'op 
n+l 2 


n ne n п+1 


lim W, =—1 par suite (W, ) est convergente. 


nee 


Exercice N° 15:1) а) Pour -1«x«1e»-1«-x «1 0«1-x«2 et 0-1 SACH d'où 
eot (1-x)0 pour tout x € [71 ; 1. Ainsi f est définie sur [—1 H [| . f est dérivable sur l'ensemble ` 
D, -{хе [авео Җ(1-х)>о} Or pour tout хє[—1;1[ ee (1-x)20. On élimine x de 
т Lë n 
[1,0 tel que cot (17x)70 i eot (1-x )=0 e 20-х )= 2+9 1-х =2+4К «х= -1-4К or 


xe[-1; I| &-1s-1-4k «1 ech <0 donc k =0et par suite x =—1. Ainsi f est dérivable sur 


3 (s (28-9)) ПК 


b) lim £(x)-f().; lim (CRED 


хэ- x-(-1) х-э-17 х+1 


Li. le г(х)= 


se présente comme forme indéterminée. 


On pose y 2x +1 et x = y-1 lorsque x2(-1);yo0' donc 
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f est continue strictement croissante sur [0,7] donc f réalise une bijection de [0 , t] sur 
f ([0, 1]) 2 J 2 [0,1]. 
1 


3) иет к t^(0)20 y Pues etta echte shte et 


=ë KS sra us et Če oi OR AEN ut 
2 20112 2 2 2 P 


4) f est dérivable sur ]O, det f (x) #0 Vxe |0, gd Donc f^' est dérivable sur f (JO , r[) = ]O : {е 
Vxe |0; 1[ ; (£7) (x)= : 


f (£^ (x)) 


Exercice №17 : 1)а) f (x) 22sin2x 20 Vxe 9 саг О<х s 0€2x € 1 donc sin2x 20. f est 
continue et strictement croissante sur donc elle réalise une bijection de [| sur 

л " : А т 
(| =[—1;1]. b)feststrictement croissante et dérivable sur gi et 


f(x)*0 Vxe b | эг ' & р est dérivable sur (P: ir |» Оп розе 


ШО] 
Jd d 


. Or 
f(y) 2sin2y 
sin? 2y * cos? 2y = 1 «ә sin? 2y 2 1—cos? 2у. |sin2y| = J1—cos! 2y or 2y » 0 pour tout ye IW donc 


sin2y = J1—cos? 2y 2 J1- x? . Done pour tout xe ]-1:1[ ; g (х) = . 2)a) gest dérivable sur 
х? ` 


]-1;1[ ; pour tout xe ]-1;1[ ; g(x)e Mi Pour xe Li : g(x)e l ; cosg(x) » 0 et 





f"(x)2y ef(y)o2x &-cos2y =x avec xe ]-1;1[ et el e (x air 
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ona V xe ti: 





1 
x)= 20. Donc h (х) 20 Yx e ]—1;1[ et par suite h est strictement 
( Mix (x ) ] [ p 


croissante sur Li | donc h est strictement croissante sur[-1;1] 


b) h est continue strictement croissante sur [0; IT donc h( [0; [0;1]) -[n(0) 


;h(1)] - [sin g(0) 


. Soit 


;sing(1)]. Soit 


g(0) = 0 = (0) =0 < соѕ20 20. Or 0520 5п= 20=7 e a- 


Aia 


g(1) 2 p e»f(B) =1 < -cos2p -1 et Deenen Dese : 


sing(0) =з =; : sing(1)=sin5=1. Donc [hono] 


3)a) Ona U,=0;0<U,<1. On suppose que 050, X1 Yne IN eton montre que 0< U,,, <1. D'après 
ү» de récurrence 0< О, <1 Vne IN ; h est croissante sur [0;1] donc h(0) € h(U, ) «h(1) 


1 
e 4 SU. s1;0SD Sica) VR Enfin d'aprés le principe de récurrence 0€ U, <1 Vne IN 


b) h(x) sin g(x) avec кышы V xe [-11] donc sing(x) 20 ; sing(x) 2 J1—cos? g(x) 


я € CIUS ыш UE S xe] 


c) Pour n 20 , Ona U, 20 et AIS x - IY Supposons que U, = Ез 5) et montrons que 


gat 





EEN Шын -h(U,)- Аш; 
2. 2 











x T л 
=со$ er car 0« —— с «— ; = c08—— pat 20. Donc d'aprés le principe de récurrence 


U; mees V neIN. lim U, = lim SE о. 


ne nee 


Exercice № 18 1)a) f est dérivable sur D. Ael et on a 


2)f'(x): so 


X NX *3 
x HE [cs 
lim f (x)= lim E EE ur. lim f (x Уша т Eie 5 fine Fed continue et 


x (See X x0 х—0' X ot 


Strictement croissante sur ]0, +| donc elle réalise une bijection de ]0,+[ sur La Al 
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Опа: 1<u, «o ; fest strictement croissante sur zl < f (1) «f (u,)<f (a) &3«f(u,) «2a 
EH eäleu, <0. Donc Vne №1 <и, ep, 

b) On a u, є Jaf ; Or Vx e ]Lo[;(x) 


»0-»f(u,)-2u, 20 «20, -2u, >0 d'où (u,) est 


TM 1 
croissante ; (u,) est majorée paro. Donc (u,) converge vers le ol car 1«u, <œ oru,,, "stis ) if 


est continue sur |0,+е] => f est continue en 1 d’où EE & 21=#(1) = 1=0 donc іти, 2& 
ҳ 3% 


ED F o GE f(cosx)-5 


4 cosx)-5- 
мең P cosx 
X кэ cos x est dérivable et non nul sur [oz ; f est dérivable sur ]0,+[ ; Vxe DEE >0 donc 


x Кэ f o cos x est dérivable sur Ei d'où g est dérivable sur D 4 et 


g'(x) = -sinxf '(cosx) = 2805 
cos? xv cos? x43 


b)Ona Vxe [od sin x»0 ;et Vxe [oz g'(x)<0 donc g est strictement décroissante sur [o7 donc 
est une bijection de [ол sur dal = | lim ,g(0) |g(0)-f(cos0)-5-f(1)-5--2 ; 


(z) 
x= = 
`2 


lim (х) = Kë f (cosx)-5- lim f (x)-5 =—°° Donc est une bijection de [о ѕшг= |-,-2]. 
[кү x0 
48) "a 


- g'(0)=0 
c)Ona g'(x)= zem X S n >x= = 0g est dérivable et (х) #0 sur o 7| donc g” est 
Lip S dcos X Ma хє We 
dérivabie sur e( E) ота erte е HE 
erivable sur Nd 99575 атаар SE 
2 в'(в '(х)) в'(у) —3sin y 


ysg'(x)exeg(y)ex-t(cosy)-5exf(cosy) 2 x45 


cosy = '(х+5) = Уз = "d et sin y = J1—cos? y [ve hël әзпу>о) 


(x5) -10(х+5)+24 dv 
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b) f'(x)ey ex-f(y) où (xe tes, A et ye ]0,+%[) 55.3 8 

y 

esy-Jy «32xye y 43 25y-xy ey! «3 =у(х-5) (y»0;x«5e5-x»0) d'oü 
y432y'(5-x) ey «3s y (25-10x x^) ey! (x? -10x24)-3 х? -10х+24=0 ; 
Д'=25-24=1 & х'=4 et x" 262 Vxe |-,4|;х? -10x +24>0 

PE (у ye |0,+=е[ e y =-= Уз ,d'oà f7 (x)= уз 
X -10x 24 Ji -10x «24 Js? -10x +24 


Ona lim f (x) =4= A :yc4estun asymptote à C, au voisinage de +оо 


d'où у? = 


lim f (x) = о — (yy ):x =0 est un asymptote à C, ; С. -S,(C,);A:y 9x ; A,:x = 4 est ип asymptote 
хз” 


à C,, et (хх') est un asymptote à С, 


£V. 23 3 


3px ee +3) 

аана аш ШШЕ E Sie ` 
х?/х®+3 2, XNX +34 2 2x 4x? +3 

x21ex'21ex'4324e4x 4322 ex x 4322 e2-x x 3&0 ой 

г) = 60ке [Icio 


2) а) Yx e [1,+ә[; (х) < 


юш 


b) (Е): (х) 22x; ф(х) = (x)-2x < ф'(х)=ї'(х)—2 ou encore 


x2zlex'2lex'2324e6X4x!'1322 ex4x' +322 ee iL l r'(x)s i 


ЖЕЕ 2 


хе [1,+[ = f (x) 55 etf'(x)-2s --< 0. Done Фф est continue strictement décroissante sur 

[L +| donc elle réalise une bijection de [1,+е[ sur Ф([1,+=[) = iim eisem ; 

lim ф(х) = lim f (x)-2x =—° et ф(1) 21donc Qelle réalise une bijection de [1,+°<[ sur ]—°,1]. Or 
Oe ]—,1] & 0 admet un seul antécédent о par ф dans [1,+=[. Or 

Q(1)21; (2) 2 -0.32 ; Ф(1)хф(2) «0 = ge 2 (théorème des valeurs intermédiaires) donc 

f (x) = 2x admet une seule solution œe ],2[. ; 


c) Опа q est strictement décroissante 
sur [1, Ae 





1< ц, <9 


3)a 
"i йн SE 


ue ol Vérifié Supposons que 1 « u, < & et montrons que <и, « « 


64 
H Mathématiques & 4%" Math x 





Exercices sur le chapitre « Fonction Réciproque » Collection : « Pilote » 


SST E ге g'(x)- " om ка" Ge 


Р h(x)eg'(x) si xe ]—%,—2] 
h(x)2N4-x* si xe kän 


g est continue en -2. 
b) g'(-2)20 €» g(0) = -2, ona g'(0) =0 = C, admet au point А (0,—2) une demi tangente parallèle à 














)= lim 44-x! =0 =g" (-2) donc 


а) h(-2)2g'(-2)20; Jim, h(x 


l'axe (xx') et С admet à gauche au point A(-2,0) une demi tangente parallèle à l'axe (yy) >g” 
n'est pas dérivable à gauche en -2 et h n'est pas dérivable à gauche en -2 


h(x)-h(-2 
guis ai lim cta Tw E = lim чы " m et par suite h n'est pas dérivable à 
КРЕК О Ten rm acr! O 
droite en -2. 


c) si хє ]—=,—2];һ(х)=р ' (x) et g est strictement décroissante sur oZ donc g'=h est strictement 
! T 
décroissante sur oz 


si хє ]-2,0] alors h'(x) »- 





2x d : 
qm 20-5 h est strictement croissante sur ]-2.0] 
4-х? 


Exercice № 19 :1- 1) Pour tout xe zc ona -1 < cos{x? –1) <1 & -2 < cos(x? -1)-1«0 ; 





29. cos(x” -i-i е cos(x^ -1)-1 
LM ec toas n car кешес гуы ки mm К те! donc 
х-1 x-1 х—1 Säit ^ x x-1 
cos(x? -1)-1 cos(x? -1)-1 cos(x? -1 ECCE 
0< lim ( ) <0 donc mem EOS EE et ы. e. lim а =-= + 
5 Aen X] кә+= X e | xe x-1 x0 x 0 


2) хҥэсоз(х*—1)—1 continue sur |+. ; erc continue sur |;+[ et x-1#0. 
xXx- 


А 1- 
Donc f est continue sur |;+°°[. x > 





fonction rationnelle continue sur IR en particulier sur 10;1] et 


Т? 





20 V xe ]0;1] donc f est continue sur ]0;1]. 


cos(x? -1)-1 1-cos(x? -1 1-cos(x? -1 
Continuité en 1 : OP, [ome ie ERE ean 
x x-1 xU x-1 x x^-1 
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1-соѕ(х? -1 1 
or ітх+1=2 et к ЕЕ et par suite lim f (x)=0=f (1) donc f est 
ER 


xt x'-l1 yon y 


continue à droite en 1. et par suite f est continue sur [1; + et f est continue sur ]0;1] donc f est continue sur 














1-х? 1-х? 
-f(1 3 
]0,+ә/.3) Е ISCH d eim X oim E Ж Miu 2. NS 
E - x x- SAIT I-x? x 1-x? 
f T Jen Ез 
= lim ————— UNO Ace n . C, admet une demi-tangente verticale à gauch A(1;0) d'é E. 
lim TE n gauche en А(1;0) d'équation 
: x 
rn 2 1)-1 Ж 2j 3 4M m 2 
TEC Т ыы CR) E ч ES e el ECH 
xl x-1 xol (x-1) xr (x-1) G-A x (<-i) 
1- cos(x? -1)) | 
lim (х+1) -4 et KE dr ET im Ip TOTUM „1 =-—2.ї 
lim lim ТИ, lim zi 2 опс lim "IUE a О ini 2.fest 


dérivable à droite en 1 et f,(1) = -2 ; C, admet une demi-tangente à droite en A (1:0) d'équation 


LGT: 





х>] 
4)а) g(x)- b V xe |0;1].х d 2 nello rationnelle dérivable sur ]0;1] et 
-2x'-(1-x* 
a 1 E 


-x!-] 


——— « 0 ; gest 
1-х? pm 
X 


continue et strictement décroissante sur ]0,1[ donc elle réalise une bijection de ]0;1] sur 


г0)0:1]) -[e(0: т s(x) |=[%+=[ 





>0 V xe |0,1 . donc g est dérivable sur ]0,1[. g (x)= 
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lim g(x) = lim -]2-2; lim р(х) = lim ——2£--120; lim р(х) = ; limg(x) 24e. 
Хе Käre 2 Xem Ko 2. x-(-2y xU 
=х.|1+— х.11+— 
х x 
0 —оо -2 0 +оо 


a(z) r | i 
t(x)-£(0) O xà 2x 


, x(x*2) 

= lim —————-1z lim ———— 

X sai 3 x ух? 2х 
f(x)-f(-2) _ iim х(х+2) 


к (х2) ух? 2x 


C, admet au point d'abscisse 0 une demi tangente verticale dirigée vers le haut et admet au point d'abscisse 


2)a) lim —] = Aen donc f n'est pas dérivable en 0°. 
x0 


lim —1=—со donc f n'est pas dérivable à gauche en —2 


x х— 


-2 une demi tangente verticale dirigée vers le bas. 
kti 


b) ge een 





Ee Ж |, limt(x)-2; | 
X 42x *X | zm 
X 


c) lim £(x)-(22x- 1) = Jim (V 2х +х)+ 412 lim cias cn 


iet EE н 
X 


d) lim f(x) 21€» y 21 est une asymptote horizontale à C, au voisinage de +. 
xm 


+1=0 donc A: y 2 2x -1 est une 


asymptote oblique à C, au voisinage de —ee. 


3) a) h est continue strictement croissante sur [0; +| donc elle réalise une bijection de ІК, sur 
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b) в ':[0;+=[ Jo]; xe g'(x) e" (х)=уев(у)=хе т 


зу 2 2 2 2 4 х X x*4 
y EE 


=x e-y'-xy*l20;A-(-x) +4=х*+4>0; y= 
2 


Lcx -NX' 44 xa xta 





«0 or ye Jo1]]2 g" (x)= 


2 2 
lent 3 n+l)! 3n!  (n+1)-3n! n!(n-2 
5)a) U, TX did MIU с ITT aten Es EH >, car n22 n-220; п!>0. 


et 2" 20. Donc U,, 2 


3 3 3 
b) Ua gU, 2 U, car SE) et U, = 2 U, . Donc U est croissante sur I. Montrons que 


ur ИСО РУК зү" 
U, SÉ U,. Pour п=2 ; БЕ "e ; (2) А donc U, dé О, vrai pour п=2.Оп suppose 


3 n-2 3 3 - 
que U, 2 E U,et on montre que 539. dëi U, V nel. Ona d'après l'hypothèse de récurrence 


3 n-2 3 3 ni n-i 
GER U, pour ne I donc zu ef] U, or d'après (5/a) U,, 2 BEB U, en fin 


d'après le principe de récurrence pour tout ne I U SÉ d U,. 
n 2 + 


ү 3 n-2 А 3 n-2 3 
с) Опа: GER Шз lä U, = += BS cL Don lim U, =+. 
6) a) On a d’après ( 4 / a ) g réalise une bijection de ]0;1] sur [0;+{ et comme О, e [0;+[ donc il existe un 


unique o, є ]0;1] tel que sto, ) = О, pour tout ne I. 





b) On a U,,, 2U, pour tout ne I. Donc g(a,,)2 g( 
g` (elann) Sgela); o, € o, et par suite (ж) 
с) ( Ki La décroissante et majorée par 0 donc elle est convergente. 
g '(U,) eo, = lim g*(U,) - lim о, 


о.) or ST décroissante sur [0;+=[ donc 


est décroissante . 


; lim U, =+e et lim g" (x) =0 donc 


lim g” (U,)= lim œ, =0. 


Exercice № 20 e (x аа Lee XA. э 0: | 
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(lg eh(y)ex ey *2y-y-2x e ys2y-(x*y) 


a 


b) soit xe [0;1[ et ує[0;+ә| ; h 


x 


2(1-x*) 





e y(2-2x)=x y= = i) donc V xe[0;:I[ ; h^ (x)7 


2ü- 
C =S,- (C) (Construction de la courbe 5. ) . 

1 
4)а) h(x)=f(x) sur [0; + ; h est une bijection de IR, sur [01.= ы [0:1 Vv n22 e admet un 


1 ; e 
seul antécédent о, par h =# sur [0:5 | . Donc l'équation f(x) = — admet une unique solution o, € IR. . 


a 


b) f(a,) 1 et рабуе iis =f (0,1) <f (a, ) et f est croissante sur ІК, = 0, < (t, — (a, ) est 
n n+l 


décroissante. &, 20 V n ; &, est décroissante. Donc о, est convergente 


1 

f =— 

o f(a) =i 
suite f (/) 20. £(£) 20€» 2 2 1(0)=0 car f (0)=0. 

B) 1) f (x)2g(x)»0 V x e [i+ = | (х)|=в(х) ; X214 g(x) S g(1) car g est décroissante ` 


(х) -2--1=015 = а(х)<- оце (х) V xe [t . 


; lim f (o, ) = lim zn ; lim (0:,) = 4 Test continue еп £ donc lim f (a, ) - f (£) et par 
ne note үү noe ne 


en 


3 
2)а) U,- NM = cae U, «1 vrai. Soit ne IN supposons que i< U, <1 et montrons que Se" Wasik 


96 3 
3 cu, «1520, «2 fest croissante = (5) <(20,)<1 (2) Or ($)-55. SEI 


=2(42-1)<1 donc$< U,, «1 enfin V ne IN 560, <1 
T ;U,e $4 е20,е Bäi ены 
5 5 5 


-az2U, et bs $e [;+=[ d'après le corollaire des inégalités des accroissements finis , 


et f (2) 


b) f est dérivable sur [1; + et Ir (x) 
























































8 8\4 Al 3 4 
= -3|:Onaf(2U,)zU,,, et f| 2| — 2|U,--|$ Z|U, cl, 
kev.) (2) zbu, : na ( „)= n+l е E 5 n*l 5 5 : 
c) UM: CIN T EN Vrai.Soit ne IN supposons que |U, Е 5— "al et montrons 
s| 10 10] 10 1045 5 5 
Дз poet ib AUSY ДО 4 | 2 : 
U.,,--|[s—|-| .U,--2|€— elu,--s—|-. Or NBI Li NE 
иа 2) 0 6 2) d Ee Шз EISE 5 
4| Wer" A 1(2Y 
-21<—|2 | done V neIN;|U,,--2|$— = 
cht, 5 2) оК | ms 2) 
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et ert лү 4 
d) d a sa) et DER =0 => U, est convergente et lim U, 9m 
C D xe p de e(x) » J| — Mr то ж E 

sin2x sin2x sin2x sin2x 


как RE = . 11-9 2х SCH EE ШЕ 
зіп? 2х sin 2x t3 Si deeg 


sin” “sin? 2x 
cotg2x 20 d У; 




















T 
2) ф(х)=— 2(1+ cot g? 2x) pour хє éi ; 9 est continue strictement décroissante sur of donc elle 
4 


réalise une bijection de 0;^ su б^ = Te = [+оо 
j | d "o 00) 2 т ф(х) [tse 
3) ф est dérivable et strictement décroissante sur | et pour хє éi Ф(х)#=0 donc Фф! est 
4 


dérivable sur [;+=[ ; (q^ ) (x)= 


- lenia x)e =x 
99700) wo ку=фФ (x) © ф(у)= 


< 1+со12у = х КАШ атна) у) V xe K -[L4«4. 
Фу (x) -(9*) (9)-(e*) 2-3) ао, 


2(1+(х-1)°) 2(1+(1-х)°) 


у(х) est constante pour tout x € К. v(x)2v(1)2297 (1)222x5 - car 2). 
4 2 44s с! 


1 
5)а)Опа кекш 1 ey epo +1 ——— et 
2n 


2n k m 2n 


done [eje (Lee La a] eus xe JS he ) 


ken Je 
2п+1—п "(s | Get 1 1 
e E у al leet st „к 1 
| n+l Je 2n 4 п+1 IL Cal "Sp (эке (Шы). 


) | 
b) elo kem-Z- lim e) donc lim V, = 2. 
4 


Фф! est décroissante sur Tac 





4 n 2n n» 

Р 1 w _ 1 T 1 1 

(nen) е) атна 
Les M o) Ft k 2 d К Së uie 

1 {т ı 1 т т T 

= —— =- ї+—||=—-У, m LM LE 

E et 2 2 nd o 2.4 4 
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f^(x)ey : xe orm е ye Jo donc (у) =х e dai! y =х eta yox? e anys Ve ; 


муру Зхајапу nde зх _зх{{с zb 
(f J^ aeu] Т al 20x) 20) 


b) lim CERO =0 car С. admet une demi tangente à droite en 0. 
x- 


XA 


zr zl 
£'(x)-£ (0) ve —— l=- =0Doù f^ est dérivable sur [0;4«4 . 
x-0 yx f(y)- f (1) +оо 
у-0 


2ème méthode : lim 


E: ee 


( 
II) 1) f^' est définie sur [0;+=[ , donc x к< сые est définie sur [0;+[/41) ; 


H(1)20- D, =[0;+=[. 


px). 5 
2) a) ET est continue sur [0;+| donc x ; 4. est continue sur [0;+[/{1} 
т 
f^(x)-— Muy Len ; 
Tec uM. н а ы ad laci C Ae E car f^ est dérivable en 1. 
хә! x x-1 хә! x-l 4 


| Ke 
limH(x)-7 


^ А 3 
Conclusion : H est continue sur [0;-4[ si et seulement si а = 1 


Or Н(1) =а d'où Н est continue en 1 si et seulement si a = — 


Exercice № 22 On pose o = {а ; B -3/b alors o? =a et = 
Ма +2 fo ous? = Маг ор B op? = Jo? (a) + В (0 +В) 


= оа Ba Jap = (0+8) yatp = J(o--B)' = AYa «do 
Ехегсісе № 23 : 


с] ZEIT WT «(8 e 8] WT AT (8077 
= vu Är II (уу) +у>х+у 


d'où (мх +4у)" >x+y et comme f: x i Vx est une fonction croissante sur [0,+e[ donc 


deeds у ө ny 4 vd 
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Exercice № 21 :1) a) x> tan? x continue sur ШЕ +kr; ke d en particulier sur С et onix 20 


pour tout x efo F| опе f est continue sur |o dl Xx кэ tgx dérivable sur ж/к "ke 2) еп 
2 


AN т 2 | 
particulier sur ha tan" x » 0 pour tout x € éi donc f et dérivable sur ei | 
2 | 


2(1+ tan? A — (Le tan? ER 








b) f(x) 2 (1--tan* x) tan x 2(1-- tan? x) 
3x4 (tan? x) x) xi tan? х) "il (tan x) Jan? x) x) dex) ` Zeile 
lim 2000009) à KEE im nx f 1 . tanx 1 


1 
\ 1 \ Al = lim — = —= ll 
x x-0 x0 x x x tan? k xe ox tan x ГЫ Ex Come ar Too | 
donc f n'est pas dérivable à droite en 0, C, admet une demi tangente verticale dirigée vers le haut au 
point A (0;0) 





2 (1-- tan? x) 
3x3/tan x 


f est continue et strictement croissante sur С donc f 
2 


réalise une bijection de |» 3 sur do i [0;-+. 


b хе v 
) C, admet A:x z отте asymptote. C, =S (C,) 


2) фат г ; (See [Б] = 


т 
с) 8 et f est strictement croissante sur |o el donc f^(2)»f^ (43) e fils ог 
3 


эме 


2)a) f (x)= 











3) a) f est dérivable et strictement croissante sur bg et f (x)#0 pour tout xe IW donc f^! est 
2 


f (f^ (x)) 
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"722222222 44$9294 $4 $$ S $i 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
ic kc oc c hc kc oc efc coc cof oc c ec oC 


Exercice № 1:1) a) Ze ; 3) b) : 4) c) : 5) b); 6)b 211 
а ii)b ш)Ь 

Exercice N? 2 :1) Vrai а 2) Vrai ; 3) Faux : 4) Pas 

Exercice № 3 :1) a) f (1) =0 ; A est la tangente à la courbe C au point d'abscisse 2;latangente A a pour 





coefficient directeur f (2) qui est égale à sa pente. 


-3-3 
A(1;-3) et В(2;3) sont deux points de A ; f i. rer as 





0 D 
2) Опа: f (I) 20 ; Donc si F une primitive de f sur IR alors F'(1) 2f (1) =0 ; la courbe Ee de la fonction Е 
admet une tangente horizontale au point d'abscisse 1 ; Or la courbe 3 est la seule qui admet une tangente 
horizontale au point d'abscisse 1 et par suite la courbe 3 est celle de la primitive de f sur IR 
Exercice № 4 :Supposons que Г est la courbe de f et б la courbe de Е. ona Г est au dessus de A: y - 0 





alors f (x)20 ; Vx € IR et par suite F est croissante sur IR car F'(x) = f (x) ceci est impossible car 
d’après С ;F est croissante sur IR, et décroissante sur ІК. 

Conclusion E est la courbe de f et Г est celle de F. 

Exercice N? 5 :1) f est une fonction polynóme sur IR donc f, est continue et par suite elle admet au moins 





22 
une primitive F sur IR. f, (x) 2 x' „ке +k avec ke R. 
2) bletz f, une fonction rationnelle continue sur IR/{-1;1} donc f, admet au moins une 
2 3 


primitive F, sur IR/{-1;1}. On pose U(x) = x! -14 U'(x) -2x f, sous la forme : 
10 Бате 
20 2U(X) — 2(x'-1) 


3) f, (x) = (3x - 1)" ; f,une fonction continue sur IR donc f, admet au moins une primitive Е, surIR . 


— >k (х)=- +k ; ke IR 


On pose U(x)=3x-1& U'(x)=3 ; Lal Su fellt : в (к) e (U(x) +k 


-l(sx-1 +k ; ke IR 
18 
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2 


(x1) 


IR/(-1). 





4), (х)= 


,f,une fonction continue sur IR/[-1) donc f, admet au moins une primitive Б, sur 


t 


On pose U(x)=x +1 U'(x) 815 f, (x) 2(x-1)* -2U'(x)(U(x) ; K(x) 
5) f, continue sur IR ; Б une primitive de f, continue sur IR. 

f(x)» 
i) oo iee a AS LM =(1+x} -2(x+1) +(ї+х)°; 


-(U(x)) +k 


x! (Lex) Ons (1+ x. = ҳ? +2х +1 donc х? = (Ie х) -2x-1 PE О = (Ix) =2(x+1)+1 d'où 


Е (x)= 501+) veer =(1+x) +k ; keIR 
1 4 
6) (х) = pes ; f, est continue sur ; E une primitive de f, sur |-—;-e9| . On pose 
sl ) Däreg H “| 6 р 6 | 5 | р 
U'( 





U(x)=5x+4; U'(x)=5 ; TOREA 


PaM x) (2800) += 5х+4+К; keR 


f, est continue sur IR ; F, une primitive de Ё, sur IR. 





7) f, (x)= +5х+1; 


3x 
Мх? +8 
fı (x)=g(x)+h(x) avec st (уге 
29 Gent 





et h(x)=5x+1. On pose U(x)2 x^ *8 ; U'(x) 22x. 


)es/x! lir SE ?^ix4k ; ke IR 





"^o 
8) eon ; f, est continue sur IR/[-1) ; Б, est une primitive de f, sur IR/[-1) ; 
х 
х+1—6 1 6 


=s 8 (1) -e(x1* —(х+1) *3(x1)* 


Bisi: 


tk; keIR 


sinX—Xcosx 


9) fy (x)= 


T ; f, est continue sur IR/[kr;ke Д ; F est une primitive de Ё, sur IR/([kmke 2}; 
Sin x 


UN 
y? 


„лын 


On pose U(x)7 x et V(x)=sinx ; f, (x)= 
sın X 


; ke IR 


Exercice № 6 :1) f (x) 23x *1-5x ? ; Е une primitive de f sur ]0;+[ ; F(X)- zx exea ek ;Or 


Е(1)=-2. Donc 2+1+3+к=-26к=-7 et par suite F(x)-5 2 





5 — 

2x? 

2) f (x) = cosxsin" x. On pose U(x) =ѕіпх ; U'(x)2cosx ; f(x) e U'(x)(U(x))" d'op Е une primitive 
T 1 


de f sur H d F(x)=— 
2i п+1 


п+! 1 San H as TS E EA 
(u(x)) ор x+k Or Е(0)=1 &k=1 ; F(x) pn x*l 
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Е 


E 


—(e^ — 4el?* xe ™ + бе хе? —4е* xe" Lei ) 
= Це" *e)-( e )ee] 


ix -ix 


2i 





2) sinf x= z 
16 


20034 - со 2х+= i Donc р(х) = соѕ4х -4cos2x +3 ; g une 


fonction continue sur IR donc elle admet une primitive G sur IR G(x) Ísin 4x —2sin 2x +3x 
3)a) Vxe IR ; f(x)+g(x)= 8(cos* x-sin "el - $| (cos? x) +(sin? al 
-8| (cos? x+sin“ "al - 2cos' xsin* d —8-16cos? x sin?x 
is 8-t0)- 
16 
H(x)2-— | (8x - F(x)- G(x)) leurs Zeie x Agen Zones) 
16 16 4 4 
xn ine) 
16 2 


Exercice № 9 :1) a) x 9 x +3 fonction polynôme dérivable sur ]|-3;+| et x 3» 0 Vxe |-3;4| donc 


b) Vx€IR ; Һ(х)= g(x)) ; donc une primitive de h sur IR est 


X кэ NX-3 est dérivable sur -3;-4ee[ et par suite g est dérivable sur |-3;49[ ; 


AL x3 3x43 
g(x)- VETERES 


b) f est continue sur |-3;+[ ; donc f admet une primitive Е sur L-3 ze 
Vxe ]-3:4e9[ ; үх+3 = Zei alors F(x)- Zeil = 


]-3 4e. 


х+3+ 


ix +3)-/х +3 est une primitive de f sur 


g(x)- £(-3) 


x43 


im 
x-(-3) 


lim 
хә(-3)` 


(3) (x3) 


2) а) Vxe |—3;+=[; nn 


lim 4x--3-0 Donc g est dérivable à 


x(-3y 

droite en -3 et g, (-3)=0 

2 H 

2 (з) =0=г(3) 


et comme On a F une primitive de f sur |3; +[ alors Е une primitive de f sur [-3;+| 


3) g est dérivable à droite en 0 donc Е = i g est dérivable à droite en —3 et F, '(-3) - 


Exercice № 10 :.1) Soit Е une primitive de f sur [-о0;0] ; On pose р(х) = F(x)- F(-x) g est dérivable 
sur [—®%;@®]; g (x) S F'(x) € F'(7x) S f (x) f (7x) or f est impair = f (-x) = -f (x) donc 
g(x)*0.2 g(x)7c; ce R ; g(x)- g(0)- F(0)- F(-0) 20 F(x)- F(-x) 

vel-ool alors - x e [7o o:] donc F est paire. ( 
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1 


3) ris eeh ; On pose О(х) = — ; U(x)--— et V(x)2cosx ; V'(x)2-sinx; 


мж 


f (x)  U' (x) V '(U(x)) ; F une primitive de f sur Leet. Р(х) = VeU(x)*k cos ek Or I 
z | 


(3) 


4) f (x)- tg^x - (Le tg?x)-1 ; F une primitive de f sur Më F(x)=tgx-x+k Ог 





0ekzl; Е(х)=соз +1 
x 





Е| 2-2 &k=1+2 ; F(x)=tanx-x+1+2 
4 4 4 





5) porotom ; On pose U(x)=tan4x ; U (x) 2 4(L- tan? 4x) ; 











; F une primitive de f sur HE d Piste: x*k ; ke Ог Е(0)=л 


ek-m; (х) = лапах 














Exercice N* 7 Д) а) ve hä Eeer, 
2 1-sinx (1-sinx)(l*sinx) 1-sin'x  cosx 
b) T EAE SA. Vx ch Z| ; On pose в(х)у=—— et h(x)= sinx ; G une primitive de g | 
CcOS'X cos"x 2 cos x cos’x | 





Sur | ; G(x) = tan x et H une primitive de h sur IE H(x) = "ub d’où une primitive de la 
COS X 





fonction f est F définie par : F(x) = G(x)* H(x) = tan x- 
COS X 


2)a) Е(х)=#(х) = 





— > (0) Vxe éi donc F est strictement croissante sur o2 à 
1-sinx 9 2 
b) Supposons que F est périodique donc il existe un réel T > 0 tel que F(x T) = F(x) alors Е n'est pas 


жө e : e T 
bijective ce qui est absurde car F est strictement croissante sur || 


` 


5 1 ех REI? 2ix eläng 
sic Фе) (ее )+6] 
b) f est une fonction continue sur IR donc elle admet au moins une primitive Е sur IR 


F(x) 


e” +e 
2 








Exercice №8 :1) a) cos x | i (e M5 A App I A бее" 4+ Anita nix te^) 


"el 


SE donc f (x) = соѕ4х + 4cos2x +3 | 


Qn 4x + 2sin 2x + 3x 
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2) а) On pose ф(х) = Е(х)+Е(—х) avec Е une primitive de f telle que F(0) =0; ф est dérivable sur IR et 
Q'(X)s F'(x)-F'(-x) f(x)-f (7x) =0 car f est paire ( f (-x) - f (x)) donc 

@(х) s (0) = Е(0) +Е(0) =0 car F(0) 20 et par suite F est impaire. 

b) Faux ; contre exemple ; f (x) = x^ ; f est une fonction paire, F(x) 
x)* F(x) 

Exercice А): 1) x 5 3х2 +5 est ипе fonction polynôme continue sur IR et Vx € IR ; 3x^ +5 > 0 donc 


Хх кэ N3x^ +5 est continue sur IR. x > бх? +5 est continue sur IR donc f est continue sur IR et par suite f 
admet des primitives sur IR. 


2) Soit Е une primitive de f sur IR ; Роѕопѕ F(x) = dan" +Ъх+с avec aset et ах? 4 bx4^c»0 ; 


1 PEN : 
X^ +5 est une primitive de f mais Е 


n'est pas paire car Е(=Х 


b 
2ax +b ао 
х)=== = i Fune рше bé Pur TR F' 
ag Dee +bx +c Tax! tbir en (х A e e 
FR 
Pu 
2 d'op DEEN ne peut pas étre une primitive de f sur IR avec Р(х) est un polynóme 
а=3 
b=0 
de second degré. 
h'(x)(3x?+5)+3xh(x) ` 
3) ф(х (x) V345 ; oi (x) x? +5 + 3x h(x) = (х)( ) (х) 





үЗх? +5 
рец ; DEE 
хн бх? +5 est un polynôme de second degré. On pose h(x)=ax+b avec a,be IR 


sida а(3х? +5)+3х (ах +Ь) Я бах? + ЗЬх + 5a 


3х? +5 


; ф une primitive de f sur IR Ух € IR 


3х? +5 3x!45 
ба=6 | 
а= 
Q'(x) = f(x) <= 13b-0 “е; d’où h(x) 2 x et par suite la fonction Ф est définie sur IR par 
5а=5 B 


ф(х) = xv3x^ +5 est une primitive de f sur IR. 


Exercice № 12 :1) а) Опа; h:x  2tanx est dérivable sur |^ 1 et tanxe IR; Үхє С 1 etOnaF 
est dérivable sur IR; d’où g 2 Feh est dérivable sur Di et хє [| 


в (x)= 2tan(x)xF(2tanx) -2(L*tan? x)f (2tanx) = 


1 
2 
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b) Ухє [| ; g'(x) => € g(x) - +k avec ke IR or g(0) = F(2tan0) = F(0) 20 et comme 


в(0)=5х0+к=к=0 enfin үхє|®®] { в(к)=5х Опа w(£)-45 


SEO 22) SR 


2)а) уйу et В:хю 
х+1 





2x : : ди: 2 
2 deux fonctions rationnelles définies sur IR, donc dérivables sur IR, 


et Vxe IR, B IR et 2 
х+1 х+2 





€ IR, donc h=F:œ+F-ß est dérivable sur IR, et 


Vx€IR, ; h'(x) e o'(x)F (a(x))« B (x)F (B(x)) = = eet x | 


(х +1) х+1 x42) \х+2 











= „. ъ ИИ ИШНИ. MN ОДОД. eer С Ce 
(х+1) EXE (x2) E | +4 4+4(x +17 ax! ea(x e 2) 
x1 х+2 
-2 4 -1 1 


REESEN 
b) Опа Vx€IR, ; h'(x)=04&h(x)=c avec ce IR . Or h(0)=F(2)+F(0)=F(2)+0 


вее ВЕ саг £(3)77 et par suite Ухє IR, ; h(x)- 


oo|a 





d. zl 2x -IwyeIR, (* ). On remplace x par 3 dans (* ) ; on obtient : 95088 
х+1 х+2/ 8 à "S 


Exercice 13: 1) f(x) - ali x? ;Vxe [-2.2] 
x кэ 4- x?est continue et positive sur 2, 2] donc f est continue sur[-2,2]doncf admet des primitives 
sur [-2,2] 

f derivable sur [-2, 2] 


F(x)2f(x)244-x? 


2) Опа: 
F(0) =0 
H(x) = Е(х)+ F(-x); Yx e [2.2] 
x кэ —x est derivable sur[-2, 2] 
a) *On ax > F(x)est derivable sur[-2,2] On a :4 Fest derivable sur[-2,2] => х F(-x)est 


vxe[-2,2]; (-x)e [-2,2] 
dérivable sur |-2, 2] Donc Н est dérivable sur[-2.2] Н (x) = F'(x) -F'(-x) 2 44- x? -J4- x? =0 
*H'(x) 20; Vx e [-2, 2] d'ouH est constante sur[-2,2] 
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2999$2$$4892$99 42$ $402) $ $$$ $ К 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
2294249494044 042400992 $0205 $$ $1 


Exercice NELIJ) Arten ЗУД) Т 4-6) 525)b);. OLE) a a): 5)... .9)2),. . 10)с) 
Exercice №2 1) Vrai car 0 «sinzx «1 pour 0<х<1 > 0< x" sinzx € х", xe» x" et x> х" sinzx sont 


1 
continues sur [0,1] 0<0, < Га eege ge y =0. 
d п+ 1 ne E d 1 п-Э+оо 


2) Vrai car 





[еда < [|+ = [езда 
0 0 0 


3) Vrai car la fonction ż > /25іп/ est continue et impaire sur [-о, ol 





4) Faux : [ia —0 et t 5 t est une fonction non nulle. 

5) Vrai car 

Sekt, S, 9 f£" (09a). $,(х=4)=(у= £^ (4) Det S, (y 90) = (x 0) avec 

А: y = x. Alors А est l'aire de la partie du plan limitée par ff et les droites d'équations y a , y b et x = 


О car S, conserve les mesures d'aires. 


ad a 
6) Faux ; contre exemple Woltz i£ li et | txtdt= [ б d 
0 0 


7) vrai 


3 2 3 2 3 
Exercice N°3: A = [|22 |а = [е2 2х |а + е2 2x |ах = [—(х2-2х x + [62-7 2x Me 
D 0 2 0 2 


3 ? 3 B 
| ы д? У odit i (»- Zuele: 15,3 
3 ONE KE ES 3 E s 


11 I 





1 
х? 
В= ах, on pose u(x) =1+2х* => и (x) = 6x? donc В = 
ee 5 


В = SÉIS | -z(V3-1) 
0 

1 1 1 ‚ 
C» feos (Zx r= [ERE а азл) ENTER (vae Reo a = DH 

0 2 0 2 2 c 0 2 2 2 

` 2 ` Z ЖШС) я 
Dz-|tgxdx = || (tgx +1 dx z[tex =x |* ==, 

Jus "Dis: )-1]ax = [rex d OSC 

6 6 
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H(0) = F(0) + F(0) = 0 — H(x) 20; Vx e [-2,2] 
b) Sixe [22.2] ;(-х)є [—2,2] H(x) = 0 & FG) + F(-x) 20 €» F(-x) = -F(x) D'ou Fest impaire 
Exercice 14:1) six e R,(4- x)e R 
1 1 

{д OA E E BA E ARFS 
2)a)G(x)=F(4-x)+F(x),VxE В 

X кэ 4- х еѕї dérivablesur R 
On a; Fest dérivable sur R 

Ухє Е,(4-х)є R 
*G'(x)=-F'(4-x)+F'(x)=-f(4-x)+f(x)=0carf(4-x)= f(x) 
*G'(x) 20; Vxe Е d'ouGest constante surR G(2) = F(2)+F(2)=0dďd’ouG(x)=0 ; Vxe R 
b)SixeR,(4-x)e R 
F(4— x) F(x) = G(x) = 0d'ou I(2,0)est un centre de symétrie dell! 


f(4-x)- = f(x) D'ou А est un axe de symétrie de (C, ) 


x> F(4— x)estdérivablesur IR 


E = Gest dérivable sur R 
et x 5 F(x)estdérivable sur IR 





3)a) H(x) = F2 tanx) ; Vxe HA 
x> 2+tanx estdérivable ыл 


On a :4 Fest dérivable sur — Hest dérivable wr EA 





ve Lä H; (2+tanx)e R 
ab? 


1 


H'(x) = (1+1ап?х)Е'(2 + = (1+ tan?x)f (2 t = (1+ tan?x) ————————————— 
(x) = (1 tan?x)F (2 + tan x) = (1+ tan?x)f (2+ tan x) = (1+ tan KETT, 


1+ tan?x Ironie 


"44 Ax +!ап?х-8— Фатх +5 1++!ал?х 


b)H()«1; Vxe Hd => Hx) ex ci(ce В) ; H(0)=F(2+ tan0) = f(2) -0D'ouc «0 
0 





=1 




















лт -7 T T 
D’ouH(x)=x ;Yxe |-—,— :Е(1) = (2-1) = Е| 2+ tan| — ||=Н(——)=-— 
(х) 5] roen- el С) 4 
-1 
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E= f sinf xdx, On effectue un processus de 
0 
linéarisation => E- | Lange dinde ain 2x-10x| 2— Sie 107 л)= u 
3216 4 2 i. 32 16 
E 4 5 x? Ё 1 л 
F-2|xtan'(x2dx = IS x?)-x dx = р SC -—=-— 
d 1 2 Xs A45 12; 


Exercice № 4 : A l'aide d'une intégration par partie А = E Дл, dh = EZE | gd 24 14-h dh 
2 ` 4 28_8 

264/4-2| CQ hie | =12——|4/4=1]=12-2==> 
E ; | i ] з 3 

Posons и(а) = 02 > и (а) = 20, у (а) = їп @ > v(a) = –соѕ а. 


л л 


2 т 2 2 
Loan ааа -|-acosa]? + 2|acosa da = 2| æcos ada. 
0 0 0 


On pose u(a) = à — u' (a) =1, Tä = cosa = v(&)=sing&. 


л л 


Donc | acosada - [asina]; - м ada - 5 -|-csa]j zen .Ainsi B = [пайа =т-2. 
0 0 
f ш > 
Exe ce N*5:1) B C» [de а= | 5522 dx- d ldx- A 
Xercice LZ: Jw I er fx 


1 
DA= aA d de, барое оте шли сй 
donc A = — ies] - se A Iw +i] = e 2 

















ER 
f p 1 у(х) 
= ах, оп pose v(x)2 х? +1 > у(х) 2 32 : RES; 
cn х+1 34») 
ée КАЛ жЩ dë CCP 242 4 
donc B == [2/99] | X +1] -5(2-1- 57-5. C-A-B- 9 TOU 
Sp (0 
Exercice 6 :2) lim. (x) sugerir = f '(0) = O (tangente horizontale) 
Xl CR х) EE — 

ыг) 
Ru e А: у =x —2est une asymptote verticale à б, au voisinage de (+ i 


3) a) f est continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection de IR dans f (IR ) =1К. 
b) E =S (E) i A:y ee, 
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c) f dérivable en 0 et f '(0) =0 donc Db, admet une tangente horizontale au point d'abscisse 0 alors par 
raison de symétrie par rapport = A: y = х d ~ admet une tangente verticale au point d'abscisse 

f (0) = Odonc f "n'est pas dérivable en 0. 

4) a) On a б, au dessous de A, : y =x +2 et б, au dessus de A, : y =x -2donc x -2Xf (х)<х +2 
b)xix-2 et xf (x) et x ex +2 sont trois fonctions continues sur [GA] v A20 





A А 2 2 А 2 2 
[х-2 «ff (x) (х)& < fx +2 dx SE Е spen] >t -AsA sten 
0 0 


2 


c) Jim 5 -2.- ees. lim A, = teo 





I 1) Ba 279 
x80 zx -0 


x30 


=0> іта+ р egen frei 
A 





E 

Ps ze TE 
AE lim a + 5 =1=»а=1 Ona: > р as ч 
xote y X 44x? а= й=1 

2 H 2 

À 2x учы ^ А 
2) А, = qe x^t4| z—-2NX^ 4-444 

Í, Vx? +4 2 | 2 


3) lim A, = lim ay *4 sees en 





Exercice № 71) a) Vx € [0; +0 251 1 F li X = li 1 Eu 
[0;+[ ; (х)< Hm f(x)-1 o f(x)-1 0 
x-0 


2) h est continue et strictement décroissante sur [0; 1] donc elle réalise une bijection de [0:1] sur 


h ((0:1]) - [h(1);h (0)] = ЕЯ -K 


h est dérivable sur DU ег Vx ]0;1[; һ (х) 0 donc hest dérivable sur n(]oif) = E l la courbe 


E, de h admet au point d'abscisse 0 une demi tangente horizontale car h' (0) — 0 donc par raison de symétrie 
par rapport à A:y-x ; Ge admet une demi tangente verticale au point d'abscisse 


h(0)=1 donc h^n'est pas dérivable à gauche en 1 de méme on montre que h ' n'est dérivable à droite 


en 5 et par suite h” est dérivable sur E | 


3) a) f est dérivable sur [0;+[ег #(х) 0 vxe [0; +f 
f'(x) 

DO 

g(x)2 0donc I est l'aire de la partie 


83 
H Mathématiques 9 4"* Math п 





donc g est dérivable sur [0;+[ et р (== 





4) Опа Vxe [0,1] ; 
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т л 


U 


п+2 


TJ 2 2 
= [sin xcos""! D +(л+ DÍ sin?xcos" xdx=(n+ Df (1— cos?x) cos" x dx 
0 
0 0 
a a 


SE xdx— (n+ Df oos"? xdr =(n+ DU,- (n+ DU ma 




















= (n+2)U na = (n+ DU, 20. =, Vne №. 

Pourn 20, U, e Dag =Z signifi ion est vrai =0 

=» pour tout ne N, U, = y, 

3) Démonstration par récurrence. 

Pour n =0, U, SCH fe = Ainsi la propriété est vraie pour n = 0. 

Supposons que U., e et montrons que U,,,, = б = 

Опа Upa” St d'après 2) U,,, = EE = 


` (2т+2)(2л+1)!л 

© (2п+2)(п+1)!п!2'"** 
2 Qni 

See (np 29a 

4) On pose t, = (n+ DU, 4U, , t, = Dik A at: 


! X г 
= КО тЫ Donc d'aprés le principe de récurrence , on а: 


(nz 1)! 27"? 


U VneN. 
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du plan limitée par a et les droites d'équations: y 20, x =0et x=1. 
b) V xe[0:1]; 1S g(x)s2 et x} g(x)et x let x 2 trois fonctions continues sur [0:1] 
= [14 = ебх x)dx < ['24х = [x], <1< [2x], 


с) ї+ї= f(x) *xg'(x) dx =[xg(x)] =2(1)=2 


4 Опа: 1<1<261<2-]<26-1<4-Ј<0=0<]1<1 
eg йул ME п 2 
Exercice 8 :1) „= (1) ET x| -2 


2)a) Vx є [0;1] on a x" xx х" «x'V1-x etcomme x — x" V1-x et x —x""'V1-x sont deux 
fonctions continues sur [0;1] donc [x Vi хах < [ x" J1- хах = 1,,, € I, et par suite (І, lest 


décroissante. Or 0< x*V1-x Vxe[0;1] donc 0x I, = (1, lest décroissante et minorée par 0 donc elle est 
convergente. 


Ы) Опа: Vxe[0:1]; -x s0€&1-x 1e» J1-x x12 x" J1-x € x" 


—ISIS2 


1 
el х" хах < f x"dx >I, «| Lu “|+ ona ӘТ s—. 0x lim I, ste lim I, -0 
+1 0 n+l nt Dies n-ta 
x" М(х) = Мх 


3)а)І, 1 = [хах . On pose U(x) 2 ail & U'(x) = (п +1) 
= il Sall JN |-Aa- xix pen аа) -xx 





2 nm 2 Brea 2 2 
==(п+1) |х VL xdx - (n1) fix 1 хах =(п+1)1,-=(п+1)1,, 
SE IEN sws 2(п+1)1,„ 

b) 5I, 2 2I; — I, xii NE 
5 15 


с) J = f(x 21) М хах = x Im xax 2 lt хах + AE 1, 21,1, geil +2 +1, 


Exercice № 9; 


1) U, en? - [sinz] z1,U; ejos t E 1+ соѕ 2t dt = уг sina]; =56-0=1 


2) U m= [| соз"? t dt A l'aide d'une intégration par partie: soit 
0 


u(x) = cos" (x ) >и (x) = —( 4 Dsin (x )cos" (х) et v) = cosx у(х) = sinx. 
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b) f est dérivable sur ]1,+е°[ ег f (х) #0 рош хє |!,+°°[, donc. f” est dérivable sur |l, +| et ona 


1 
.Onposef '(х) = ye» f( exe ——-7x. 


1 
FG Go ш) 
л > 
fakt? ge ‚ Orcos?y t sin?y = let cos y <0 car yE Ea = cos y=-yl-sin?y . 
à cos y М 


(7700) = 








7 sin?y 
—\ух?-1 


Ww ] 
-»c08y-— »3 ` xdx1-1 


| Ju aix =F (2) eR 





е (о) = 





1 
pourx є |, | f (0 2 —7—- 
x4x--—1L 


Qm ста 
ger? 


РО) M" |+ 
о) 


Z 
3 
«0 Vxe ]l;4ee[ done Е est décroissante sur zl. 
А 1 
2) x} sin x est dérivable sur | 1 et vie [р H ; sinx £0donc x 5 mem 


Exercice 11:1) Е'(х)= 








est dérivable sur 


b 4 et Ухє | 4 :O«sinx «1 SE > let comme Е est dérivable sur ]1;+°°[ donc G est dérivable 
: ll? sin x 


el et Gil -cosx {1 E -1 4 COS X і 

, аре rcc SNR 2 . 2 

di sin'x Lanz sin'x| | 1 .  [I-sin?x 
"ue S MN) | ВА ET | SI X4|—-73 — 
sin x VA sin sin X 


Or (n-- DU, =U „(п +2) (d'après 2)Donc г, = (n DU, U, = f, yne №. Donc la suite (D. lest une suite 


= d E indépendante de 
constante. > t, S mr: Dit, A, Y VneN.—t,- Ene N donc t est indépendante 


n. 2 2п+і 
л any” (n2 


S t An cm = L——————— = —————— . 
5) Ainsi Qn DU, 22 20а y At ` Me A Dalle ` 20n Dt 


2 Anu T 


л 
л : v : 212 
Exercice №10: 1)a) f est dérivable sur EI car x 5 sin x dérivable et sin x # 0 pour xe | 2 H e 


d'Sr sin? 


bijection de Ga sur f (£4) - | f (2) lim fe) =[1+=|. 
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! s л i 
299% 0 pourxe E ; d f est continue strictement croissante sur E donc f réalise une 
x 


1 





D " CERRO 
b) G'(x)e1-G(x)e xk avec k € IR cl Zlr -F(42)-0 mH n0 


iu 
in— 
4 


т 
—k --^a par suite Gala 


2 1 2 Seil i 
I = [| _— dx zs ах =-| uf Le Jr 
эе z Toji 
VR CET. 12 


n 4 m 
Exercice 12 : 1)а)х > (tanx ) est continue sur |02 





| pour toutn € N' , donc О, existe. 
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л 


1 
b) Оа "ie U, E: Гап" 
H 


sur [oo ossi => (tan x)" (tan x—1) <0 pour tout ve[o£] U,,-U, <0 


et la suite U est décroissante. 


л 


4 4 d 
2)а)0 „+0 pa = [ tan" х tan"? x )dx = f tan” x (l+tg °x )dx Je a | ge 
0 0 n 


+1 D "SE 


AME! 7 кыш 
lim (U, +U, )= lim — - 0. Or U est décroissante minorée par 0, donc U est convergente vers une 
n4 noe y+] 
limite L. lim U,,, = lim Up= L 5> 0+0=0 L0. 
n4 Hee 
b) On a U est décroissante, donc U, SU... => О 2 ы Я 


э = ж 

п+1 2(п+1) 

OnaU,20—U,,20etU, +0, e DU, (R,) .(R) et (R) 
n+l 


(R) 
1 


— 


;,) donnent 








c) lim = lim — : =0= lim U, -0 
n»= 2(п +1) "—*n41 


3)a) Onad'aprés 1) О, = "ы айы = “+ l 
+ 


Sen He3 








Donc U UR =-0 + i Ра 8 las, +t І m i * 
ntl n3 n*3 n+l 
b) On remplace n par 4n -2 dans (*), on obtient : U insa = Оа - Жир Mned 
Anc) ` un 1 
DEE e 
"з ч” B 
1 
си 
Оз sl м. айша А 
d 7 4п+1 4п-1 


Оп somme membre à membre ces égalités et aprés simplification, on obtient : Шы =U, -W,. 
c) On a pour tout n 2 1, OU. =U, - W, et comme lim U, 20 lim n U,,,, - 0 et lim. W, =0,. 


л 


1 в 
Ог арп Ju ((1+гв?х) )-)4=[вх-х]} =1-7 Donc limw, 21-7. 
0 


Exercice 13 :1) Soit xe [0,1], x" х" Zo^(1-x)20 => x" y" et comme (1+ х)? > 0, alors опа: 
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id nd 1 n*l 


Ине хл лы X —|s, ls х des L.. 
(1+ х)201+ х) (rm | | Ioan 


e =l 
or lim Z,, = lim 7, =0= lim (5, = Г) = 0Donc lim S, =1=— 








1 
xe [0.1] 2 0« — 





Exercice 14: 1)Е, = ipu 





3 y4- zi 
2 ' 2п+ D E t = —12 
Оп роѕе u(t) 2 c"? = u'(t)- (2n42)t Kee —4 t 


A [eae] +2(п+ re dt- 
0 








f 21+2 1 
Fatz) F V Ма-2 
-x S4- 2+ рше: [4-12 dt (*) З 


f а =[ 0-0 » 4-2 «2. 


2)Pournz0,ona: K(x) "x 
16? d 


04-12 


lim FG) = -V4-2* +2=2,=2е12 


16"* ((n 1)! 
s m et montrons que limF, (х) = L,,, = TIN 








limF,(x) 7 L, 22x 


TENDO P 4-0 dud dt- Lë Ф=4Е,(х)– Eat, 
етае аат Lë 


Patz) = =x" y4- x? АГ 2(п + DX4F, (x) ur Keen 
=L (ama yaa) SD D p Qo 
2n 


Donc d'aprés(*) , 





€» (3 2n)F, (x) = x "44 — x? +8(п+1)Е, (x) e F,4Q0)7 


В+) оор — Bi 


i = Or d'aprés l'hypothése de récurrence 
lim Кб) = 3--2n ^n "n+l 3-:2n celu 











16" (n! _8(n+1) 2x16" (n! _ 16" (n 1) n(2n +2) 
L7 nli "^ 3-2n (2п+1)! © (2n* 32n * 2) 2n +1)! 
2x16"'(mx1)9? ,. ... em 16" (n? унем: 
SBN л T . Ainsi lim Р, (x) х (2л +1)! 
Exercice 15:1) 
rd с юс -2x- zn. ME Е 
(х+1)° (х+1)* 
х+2 1 
e Keesen = — = +оо, 
um POD тут 
+l+1 ] 1 
lim fGQ)-limz lim 








= 7 + 3 CH 
+ (xD (e QD 
89 
п Mathématiques = 4*"* Math п 


4 
л ; 
xdx= | tan" x (tan x—1) dx. Ona av xz0vxelo.Z] ; h: x tan х est croissante 
0 


SU, €——. 
2(n +1) ^ ntl 


= 2. Donc la relation est vraie pour n =0. Supposons que : 
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n+l п 








+1 1 п 

P. 

5 S74. Сез fonctions sont continues sur [0,1], donc : Lë ах< | ах 
gii (14-x) @+х 5 (1+)? 

7»0«1,, €I,. Ainsi І est décroissante. D'autre part, ona /, 20 =/ est minorée par 0 et par suite I est 

Mc, 


(1+ х)2 


1 1 
done: Sé <1, |та > А E eescht Le, 1. 
4 4(n +1) n+l 


2)0<х<1=1<(х+1#<4егх" 205% < 





< х". Ce sont des fonctions continues sur [0,1], 





. Comme lim —-02 lim 7, 20. 


nes 





3) a)1, gt SCH оп роси) = еи D) mq S За = 


mcos 
x41y 


et у(х) = — xs 


n4l 1 n+l H x" y 
I= EE SE ele НИ — [——À dx > (n4, al 
(п+1)(х+1) |, Танја Anl n*ly(l4x) 


























dE Tak 
x"! x" 
b) xe [0, түр Set x" 202 X ^ v D < х", Ces fonctions sont continues sur [0,1], 
T 
1 cht 1 1 x^? } H x" x ! 
sl des [anta $- <2[———4‹<|25— 
Єз) K 4|nt2|  $G*l п+2 
—- 1 Ie E = 
4 4(n42) 4 п+2 
eine Sire lcs ee lm Le oed lim das e es иу, oL, 
4 4(п+2) 4 nt2 "4 4(n-2) "5-4 n2 4 note 4 


Or lim 7, =0, alors lim nZ, = lim [(1+1)/, - 1 =1-0 =L. 


(Se: S 1 € Е: 
ai el LLL D gs DEL Ы, e er Ecl 
a (xL DEIF (х+1)2 2(х +1)? АЕО 58* 2.2 8 
b) cp -Yc» somme de n termes d'une suite géométrique de raison д = -x #1 et de 1“ terme ( - 
Le kal 


le — -x „Сй D'x n+l 


l+x =" "ap 


xt П п 
D nis D, jt -D' Lë kee а= | тзт) ( Somme finie)- 


x) Yos =-х 








„+1 


1 1 ( Jy =} d gu "M Jl 1 
Ja, 1+х eic p^ t ср +) е iens; I n 


о) |S, km 








n+l 


X 
dx| et comme SE 
(1+х) 


xy" 





Lë xy 








1 
0 Vxe [0.1], donc |$,—/|= [————— ах 
SO xXx) 
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(x = -1) est une asymptote verticale à £', 
et (y = 0) est une asymptote horizontale à £, 
au voisinage de +оо. 








А А 

` ` 1 1 j! Е 1-2 | 
= = = —— |ах= |——(х+1) ++" 1 
эда | ro e e 1-2 ò 


Fonda у ө ba UT n Jim EIER? 
кый" rg 2 HAt 2.0 ëmm 


К 


z —1,+æ| , f est décroissante sur 
3) a) Pour tout Кє (04,2...-1), É — et EN sont deux éléments de ]|-1,+=[ | 


Lisch, ©! EE Jj En intégrant entre Lati, 
n * fi к+1 K),(Kk*l Kai -£ (5) 
BECH 
А п я 


kl, 1 LEI ag 
>= 109 Б [лов (8) о 


b) D’après (*), 


ates) 


= fib fO ‚Ог /@=е 0) =2, 
ae, ы [л e tm ©) « AQ) SU, Or fe set f 


kn 


x 


+ 


BS EA 


13 
< < )-— 
Donc A(1) XU, < А(1) E 


90 
п Mathématiques 8 4°" Math x 
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с) lim A() € lim U, < lim AD er es m lees rwr, 
ne nt п-Э+о &n noo IFA во UR 
Exercice 16 : 


1) а) 0<х «1e0xx!s1e-1x-x!s0e0x1-x!'s1e0xs41-x? «1e 08x" J1-x? «x^ 


D'où 0< Larl side "а e ett, SE 
0 0 п 





n+l l 
donc0 XU, 252, 
+1 б п+1 





b)Ona: lim xd ages lim U, =0 
n+ qn 4] nes 
2 ga 
i u'z2-2xNl-x* uu 
2)U з =Í x" "41-x^dx. ; Оп pose yn et ; 
Е v=- , (т+1)х” 
- OK 


[224% +1) 


3 
bm: x" (1=x°) ax 


п-аў 
ашта "(1-х° 2) (п +1) Fir, fatu hg 


3 





SC 
d'oà U,,, = 








n+l 
US E - (и, -U a) soit О, Ein EM d'où! U EH, lo ainsi 
(a A A0, =(n+1)U, Done pour tout n € IN. Опа: U,,, = Hy, 
n+ 


3) Soit g (x)=vV1-x° 

а) g est continue sur [-1;1] ; 0є [-1;1] ; cosr [—1;1] pour tout t € IR = étt ) est dérivable sur IR 
b) Soit G une primitive de g sur [-1;1]alors pour tout OteIR On a:$(r) -G (cost)-G (0) 
ġest dérivable sur IR (comme somme et composée de fonctions dérivables) 

$'(1) = & (cost ).(-sinr) = 6'(r) = —1— cos": sint =-]sint|sint 


c) elo ;.9 (t) 2 sin t or cos2t 2 1-2sin^ t — —-sin^t QE -l 


sti- oG) et par 
2 2 
; Imi T А. 
suite $()2 7t sin(2)*C (2) -0 donc -7+7 (7 lu =0>C =— =. On a pour tout 


Ts NEN n. ! 3 п 
refo] ; ol )==5r +7 sin(2r Vi { U, - [.N1-x dx see 











4) а) (U, )еѕ ипе suite décroissante donc U,,, SU „„ SU. et comme О, >0 On aUa «зч <1 soit 
n+l EN 41 
п FX U, 
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F(x) -F( 0 ) = 2х + sin2x et donc F(x) = 2x + sin2x. 
x? у? A | z) 3 3 
Les 29|1-— |= yz 244-3: ou у= - 2 A4- x? 
dod AP TRE Les 3229 4 y 5 x? ou y 2 
3 
© M(x, y)E Č, ou M(x, y)e S03 (51) avec h(x) LE C, sa courbe 
d -3 x h(x)—h(2) 4-x? Т -2-x 
représentative. (x) = — ————-, lim————— = m———— =.> б, admet 
Е тш J44-x1 Y rä Bett d cr < 
une demi tangente verticale au point A (2,0). : 
-2 
X 





3 

le 0 
b) Soit D le domaine du ап limité par 6,, l'axe des abscisses 
et les droites x = 0 et x = 2. Donc A = 4A(D)- 


1 1 1 
UE el 4- xt ах = 
0 0 0 


2sin 


6 f Ма x2 dx= (2) 42.3 Jun. 


% 2 








: 1 X s 
Exercice 18:3) h:t > ve est une fonction continue sur 
1+7 


R, ; on pose С une primitive de h sur R Donc f (х) = С (2х) – G(x). La fonction x> 2x est dérivable sur 
IR, et Gest dérivable sur IR, donc f est dérivable sur R, 
2 1 


М1+8х Nity 








et f(x) 2 2G (2x) - С (х) 2 2h(2x) - h(x) 2 f (5) = 


1 


3—4? 


#'«)=0е3-4х%=0ех° = әх - (2 ron хє [0,0], f (x) 20 donc f est croissante sur 


b) f (x)= 


[0.0] 9 f G0 € f (a) . Pour tout хє [@,+е°|, f (x) <0 donc f est décroissante sur 
[«,+е°| > f (9) > f (a) Done f admet un maximum en о. 
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> lim —— 20 lim Kail 
n+ n +l nen Us 


b)Ona: IECH lim 
nct np 4 4. п-Э+ 


2 1 x 1 
c)U, — et О, = 1-х4х =—— | (-2x N1 dx =-— == 
ч | әм кє: ЙС 
2 b 
п R D 
СП d 
TI 4 3 12. 2(0+1)(0+2)(0+3) 
л T 


Supposons que U , U U 


t t U H EE EE 
et montrons que U „aU ,,, 2(n +2)(п +3)(п +4) 


1 2(я+1)(л +2)(л +3) 








п+1 n+l n+l Ш 
UaU na =U, n 0, = atas 2(n*1)(n*2)n43) ` 
TS EE T ard ' C n+42(n+I)(n+2)(n+3) 2(л+2)(я+3)(л+4) ` 
T 
fodt ne IN Dan у 
pour tout ne n5 au 2(n *1)(n +2)(п +3) 
d) U? Eé Етар аре nU; б-ту рер ' 
à aw (ihe +32) ED fe zm 
n n n " í a 





ndnU, = 


л 1 
Ee? ‚Опа: 
2302305 Usa x 

n n n) О, 


Exercice 17: 1)а) t  4—t? est continue sur [-2,2] et pour гє [2,2], 4-122 0 donc t 5 44- t? est 








U - n 
t=] donc 1 пй -J7 
- D. Топ AME n Ж 2 


continue sur [-2,2]. Comme 0 et 2sinx € [—2,2], alors F est bien définie sur EA 
0 

Е(0)= [v-e dt=0 
0 


b) Posons G(x) = [Л-г dt et u(x) = 2sin x . La fonction и est dérivable sur E et u(x) 2 2cos x. La 
0 


fonction t > 4—02 est continue sur[-2,2], alors С est dérivable sur. [—2,2] et ona 


u (22) = [2,2]. Donc F = G о u est dérivable sur 


E z] et Ех) = С (и(х))и (х) = Ма их) xu (x) -2cos ell - 4sin?x = 4cos?x. 


c) F (tr) = 4cos?t => [кой = f cost dr = j (Eon = [2t sin2r], = 2x sin2x. 
0 0 0 
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2)а) On a h:t» т est une fonction décroissante sur R, => Л(2х) € A(2t) < h(x) pour 
ÞE 


2x 2x 1x 
xStS2Y 5 | h(2x)dt < puo & | h(x)dt & xh(2x) < f (x) € xh(x) 


X 


Vve 
"Fe" Et SR 
lim 


b) lim T =0 de méme lim 
Arten 1+х x 





3) 5 lim f(x)20 


ry 





3) a) h est décroissante sur (0. +е| ‚К+п<1<К+1+п=>(К+1+лп)< А) ААЛ). 
En intégrant, on aura : 


keen ben keen kien 
| Мк+1+п)й< | Mmes | патас һо) | har hice n) v ne N'. 
kn kn ksn kan 


n+l 
b) Ona:pourkz0 ; A(l+n)< f h(t)dt < h(n) 
24n 


pourk= 1; A(2+n)< | (dt S Min) 
Jon 


VW wd Mie wo 8 ww «5 Zuele d HM PIT ERATIS 5% 


Pourk = п-1 ; А(2п) $ | h(t)dt € h2n-1). 
2n-l 


On somme membre à membre ces inégalités et aprés simplification , on obtient : 


А+ n) h(2 n)... h(2n) < | h(t)dt € h(n) + h( n)... h(2n-1).— S, – (n) S (п) < S, - h(2n). 


Ainsi f(n)*h(2n)S S, S h(n) f (n). 
c) lim f(n)*h(2n)s lim 5, S lim f (n)* A(n) 205 lim $, <0> lim S, =0. 


Exercice 19:1) а) x — tan? х définie , continue et dérivable sur o4. donc f est continue et dérivable sur 


o5. f (x) = 2tan x(1-- tan?x) 2 0 pour tout хє ol . Ainsi f est strictement croissante sur. 
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7 В А л Е TN л 
b) f est continue strictement croissante sur [oz donc f réalise une bijection de |07 sur 


[ел] fO), lim f ()| = [0,+[. 
с) i 


i H ` 
—X Reel 
` ! i 


2) I est l'aire de la partie du is Hefe раг с ét les droites d' équations х= 0, х= Ge et у= =0. 


m" 


Iz 


mud 


tan?x dx = leen +1- ах = [tanx -х} nl а). Or puisque 1 unité-2cm, alors 1 


u a = 4 cm? et par suite I = 41-2) о, J= [оох ; J est l'aire de la partie du plan limitée par C' et 
0 


les droites d'équations x = 0, x = 1 et у = 0. Par raison de symétrie par rapport à la droite у = x, J est l'aire 


de la partie du plan limitée par C = $. AC" et les droites d'équations у= 0= 5,,.(х= 0), 
im 2=5 (000 = D et x=0= S, Lu (y = 0) (ќоше symétrie orthogonale conserve les mesures d'aires). 
I4J 27x12 T. j 27.1 -Z-(i-5)-2-12 =] SE ст?, 

4 4 4 4 4 2 2 


Ж 


3) |f ?(x )ax jr (x)dx = - (аах T tan?x Jax = 
0 


(1+-їап2х )tan?x dx = E i -w(£)-: 
3 DES 4) 3 
Ke 
AZA|——— 
4 3 


Me 2-2) (unité de volume) = (2-2) cm. 
4 3 4 3 


cts] 
us 


R 


dE 
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h est dérivable sur IR, 0e Ret si re ]-z.z| => tg (2) R, alors F est dérivable sur La, [еї 


A Pias 
? 1+2 (z) 1 1 
F'(x) zs n = 


2 X 
Lttg?|— 
d BR 


et donc F(x) =5. 


Раг suite Ро) = 7c, ce К Orona Е(0) =0=с=0 


loi] et lg = G'G) -rF (1 - x). 


О А= [Шек 


Exercice 21 : 1) f est continue sur NM. 





а= Lossen 

A 
alors il existe une unique primitive F de f qui s'annule 
en 0, définie раг: F(x) = | f(t)dt, Е est dérivable sur R, et F(x) = f(x). 


SC 


D'oü р(х) = pour tout хє В“ ; xi F(x) est continue sur R‘, , x x est aussi continue sur К, 


donc g est continue sur К. 


I: 


zin F(x)- F(0) 
0' x-0 


= Е (0) =7 (0) = g (0). 


Donc р est ии. en О et par suite g est continue sur R,. 


lim g(x)- ees 


2) xe» F(x) est dérivable sur R, et xi» n est dérivable sur H. , donc g est dérivable sur 
х 





D d x-F 1 
R’ at glaten EE рува]. 
X х 
3) Pour хє“, ga) =+ [сота et g(0)= f(0)=1. 
Xy 
1 $ 1+cos27 1 TT ИІ FE 1 sin2zx 
= | ——dtz——|t-——sin2zt | =—| x +— sin 2x |2—-4———. 
ge) 7| 2 a xz | xb 2m d 2 - Azx 
1. Sn27x .. 
= six>0 
8(х)=12 4лх 
g(0)21 
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Exercice 20 : 


Р(х) f() 1 
1 K а een 
)а) Soit xe ]0, | et ф(х) 3 (m 


en lim ф(х) =+% et donc f n'est pas dérivable à droite 
X —X xU 


en Det б, admet au point d'abscisse 0 une demi tangente verticale dirigée vers le haut. 
b) La fonction x > Ex est dérivable et strictement positive sur ]0,1[ et par suite f est dérivable sur Jo 
e E Ии. 
Пт E |х Xu» 07 
Lä 


c) f (x) » 0 sur ]0,1[ et f est continue ѕиг[0,1[, alors f est strictement croissante ѕиг[0,1[. 


lim f (x) = + : la droite (x = 1) est une asymptote verticale à ё,. 
1 


et Vxe |0,1[:/(х)=———— 


2) a) D'aprés le tableau de variation de f : 
f est continue et strictement croissante sur 


[0,1[, donc elle réalise une bijection de 
[0,1[ иг (0.1) = [0,+=[ et par suite f 


admet une fonction réciproque f~ définie 
sur [0,+[. 





b) £^ :R, ao xe f^ G2) 7 y. 


f'Qe-yefü)exexs [3- eae 


0) = Ve В, .р'=5,(Р),5,(С)= C$, (70) (у #0) е 5,(Су = D) Gre pestle 








. D'o 


2 
e у= ы 
lt? 





domaine limité par C’, (0.1) et les droites (x = 0 et ( x = 1). Or 5, conserve les mesures d'aires, donc 


dx. 





1 1 2 
A- [f^ G)dx» [— 
|7 (x) dx es 





= 18 (z), u est dérivable sur ]-7, 7|. 
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Е 7 A л л 
Exercice 22 : 1) a) t 5 sintet t 5 t sont deux fonctions continues sur E ett£0Vte E , donc f 
; л à Я ; T i "e 
est continue sur E et par suite I est bien défini. I est l'aire de la partie du plan limitée par С, et les 


droites d'équations (х= л), (х = z) et (y = 0). 


sint sint 


1 


аре —2cost 1.2. 
т = z л 


2sint 


5) — Ce TSR 1 3i 1 < 2 et comme sint 20 ; Vte B d alors —— . Ces fonctions sont 
m л 


л D 1 л 
SR 2sint , leet 
ek |“ а< [Sot EA „| -®= 
л d SS л 
3 3 3 


2) a) G(x)s F(z)- F(z(1-x)) & С(х)+ F(z(0-x)) = F(z),xe [о]. 


А T ar 
continues sur 3 


12[5 


On pose ф(х)  G(x)* F(z(1-x)) ; ona 05157 50s EE to 1—1 sont continues sur 


[ož] et l-t + 0,donc [oz] est continue sur lei] . Donc G est dérivable sur |o d et Сх) = ал ЛЕ 2 
еж 


Sin mx 


; sin(z —zx : 
est continue sur p E) ‚ donc F est dérivable sur 


л(1- х) 


-X 


ЕЭ ее iert dénviblrsur lez] 


et pour хє DEI л(1—х)є ЕЯ et donc x  F(z(1— x)) est dérivable sur 3 . Ainsi o est 





dérivable sur | 0,2. E eo eg C] PUn оь ЗО). . Mock. эшш, „ү. 
z(l—-x) 1-х 1-х 
est constante s i Q(x) = 0(0) = С(0)+ F(zz) = 0+ F(z) = С(х) = F(z)- F(zx(1-x). 
1 E 
1 1 *sin a | t sint *.sinf * sint 
b) Pour х= ‚опа: SEI Е(л)- {2 jn E SE а= езы „Ainsi 





1 

EE 
E 

0 


1 


al 


-1 
3)a) U, = [sin zt dt = EH E: m ‚оп pose u(t) = et v'(t) = sin zit 2 и (t) 2 let v(t) = кеш : 
л 


л 
Ш 
=f 2 
U, =| cosa 
л 0 


о ss 


+1. [созт dt BEER? ъ= 28 
2% AE: m 


3 
0 
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1 


b) 0, = je sin лї dt , on pose vis t" et v'(t) = sin zt 2 u'(t) 2 nt"! et v(r) = eos лт. 
0 


t 
U, «| -—cos7rt 
л 0 


н-2 


1 


i= 


1 
ni ni 
eje cos zt dt = и еч cos лї dt ,on pose u(t) = t"! et v'(t) = со$лї 
m az 
0 0 


1 


А (de 
et v(t) «ai лї P t" cos ztt dt = Е лі 
л 


л 
dE 


! ауга 
SE n(n— DU М = 2-32 
паво. Топла [2 sin zt dt . 


1 
2 


0 


— и'()= (1-1 КО sinmtdt= 


5 | 
Ko 
own] 


1 "NT 
л? 


үке Шз: = 


Donc U, et 
л\л2 m 


4)a) S, =0,+0,+...+0, у = 





otni- 


1 1 





21-$,- = | E nmi dr EB e 
0 Ia -t 
b) 05157 05m 5^ S 0ssinm 1; -5-150=251-151:915-1_52. 050752. 
-і =f 


vl t" sin zt 1 
On obtient 0 € ——— = <" Vte |o 4] (*). Comme ces fonctions sont continues , alors 


ra 


t sinzt — 0x J,. Ainsi , ona: 0€ J, E E Comme lim —— -0- lim 7, =0. 
let +1 п+1 


п neo 


ку 


7" 





ln ege uias урары 
ntl nal 





1 
ar [2r at s 
d nil» 


ntl 
c) D'après (9), ona 0< 
I-$,2J,— lim -$,) = lim J, =0 et par suite lim S, = 7. 
Exercice 23: 


1) [cost at = [sin:], -sinx-sin0 = sin x. 
0 
l- [sintdt =1-|—созг], 2 1- (7 cosx-cos0)  cosx. 
0 
2)а) On a : pour гє R, „cost € 12» [cost dt <f Idt € sinx€ x Vxe К, Orona: cos x « 1— [sinr dt 
0 0 


х 7 2| o х 2 2 
Ог гг nas frar -|E = э!-]чагйз1-©-эсолг1-®. 
275 2 2 2 


at 3 
Б) Опа vt» 0: conr - э [сом (1-2) pour tout x20. 4 Tu. Vx20. 
Lj. ! 
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A kk kk kkkkéékké 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 


A dÄ Ak kk ké 
Exercise № 1 : 1) b); 2) с); 3) b) ; 4) 4); 5) b) ,6) b); 7)а),8) с) ‚9)Ь); 10) а); 11) с); 12) а); 13) с). 


Exercice N^ 2:1) a)et с). ; 2) b)etd) ; 3)a)etc) ; 4) b) et d) 


; 2) Мгаі ; 3)Faux ; 4) Мгаі ; 5) Vrai 
je Р tel que :[z- 1| 2|z-i]] : Me А e|z- t] [z-i| = AM = BM avec 


Exercice № 3:1) Faux 
Exercice N? 4 :1) Soit ^ :M(z 
A (1) ;В(1) = Me med[AB] donc A = med[AB] 


)sgp-T-E-i[ boca ^ 


ah 


< - (2 e BM-1; DEE C (B; 1). Donc l'ensemble des points M(z) tel que 
2 


2) z solution de (E) sa (z-1)' =-1(2—1) 


=42 


Se 


Exercice М° 5: |= &|(1-i)z- TEEN 1-i) 

















lz|- J2 est C(B;1). 

2)2) AM = E - i|- ((1-i)z- (i 1] - Ii illz- i| 2 [z- i| :AM - [z- i| ; MM =(1-1)2-1-4 

=|j-illz-iļ=|z-i| 2|z-iz-1-z| 2 |-iz- l| Alors le triangle AMM?’ est un triangle et rectangle isocèle en M. 
— —1 Af z-i s fui 

b) (AM; AM ЕСЕ ten 

c) M un point du plan alors le point ef (M) = M'st le sommet du triangle AMM?’ rectangle et isocéle en M 


erem) T 
de sens indirect car (AMM' est un triangle et rectangle isocèle en M. et (АМ; AM Js 2127] ) 


pode 
2 


il faut quez TRE. сше —M*zB; 


E 


3) Soit E-|M(ge? iat: SEN 
MEE арг ls exarg[(1- i) z-1]e- n] 
аа) ара 

eas(i-i) cag [ 1-12 


vec a[17* | (u; з 0|2л] = Me [BK ] tel que: «(ie Or MZB— E -[BK)/(B] 





[2л] art ru аа) 





Exercice № 6: 1) 2 ud . Soit M un point invariant, 


f(M)&M e&ez-z 
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a ab 
Ona СЕ zi 
2 4! 


4 
1- [snrsi- Seo enesi- Bae 
2! 4! 2! 


4! 


4 
x* x 


St AT 2 


3 
3) D’après 2) b) sinx 2 mn -—sinx-x2a -5 (1). 


De même d’après 2 04 t 


2 A gi 
on a :cost— TET = jene а ЕЕ ise. 





3 3 x 
(1)et (2) donnent : - — < sin x- x € -> +—. 
3! BI SI 
1 2 " m 
Pour х>0, опа; = UT Eacl Genee et d'après le théorème de 
3! x 3| US tied. T 3! 
comparaison ). 
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і2+1 ac fus SL ss 
Оп pose 2 = х *iy, ®=-= - e 2(2+1)=12+1 © z2zt2i-iz-*l 
2+ 


etos qu шай elm т х®+у*+1(2у)=1 


=2 € qx +( = V2 . L'ensemble des points invariants est le 


cercle de centre А(О;1) et de rayon d > 


ex ty -2y2s1e x? +( 





atr (AM) | арга | izel-izel 
2) Опа МА ; =l anti o E GEN a nn 
aff (АМ) 24 Za E =: (z+i)(z-i) lz- i 
| aff (AM) aft (AM) e 
Or [z-if € IR. Donc — — IR. — — ge IR; e aff (AM ) = oaff (AM). Donc 
aff (AM) aff (AM) 


AM'- AM et par suite А ; M et М sont trois points alignés. 


3) a) Montrons que : (0M) e Z+ (ME:MA [2n]. 


(a; 0M) arg (2 z )(2л]= E a: EE [enia ue) eu ( £3 bh 


Е £2 jose S25 = an -h | 


- (AM;BM)[2z] = 5 + (MB:MA)[2n]. Donc (OM = Z (MB: MA) [2x] 








2+ 





b) ME Cias / (A.B) = (мА;МВ)= 51] = (0м) = 2+(МВ;МА) + [2л] 
donc. (u;OM?) = n[n] = M'e (0M)/[0] =M e (0.u). 
c). Me Bu donc M e (0.u) ; А; M et M’ sont alignés 
donc M e (О, и) (АМ). 


Étape de construction : On marque un point 
Me &,,/ [A.B] 


[M] = (o. u) e (AM). 
1+1 2 Н с 1+1 ; 
Exercice N^7 :1)a) f (M)=M & z =2 et 22—61 —(1+1)2+1=0 gaer e zl ou 2=і 


Kär. -@+i)+l-i) , 
2 2 


iE 2 = 


Donc A(1) et B(i) sont les seuls points invariants par f. 


car А = (1+1) —4i-1*2i-1-4i - 22i - (1- 
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12-і 1+1 
b) f(M)=I et M zls ————-— -i= i к= і} = 
) #(М)=Іе RESCH = ez'-i-z(I«i)-i ez' -2(1+1)=0 
&z(z-(1+i))=0=z=0 ou 2=1+1 М=0 ou M=C(1+i) 
22-1 Де 
Da) ze Cil; Hi) z m - Ee ви ы ама HR 
2 zl Zu А z -2z41 (z-1) 1—1 
22—(1+1) 
А оү рат "Ap z -i z-iY 
b) —— =| — ——| 2L =— |= — 
de e) ki Eb ins el £51) Ki 
z-i| |z-i[ 
BM (BM ү = =з mile 
donc eet МИЕ, 


c) M est un point du cercle de diam&tre [AB] privé de A et B 


e (MA: MB)» [л] e (AM;BM) Pu e 2(AM;BM)e n4 kn e 2 (AM;BM)» n[2n] 


e (Aw pl = n[21] & M e [AB]/[A; B) donc M’ décrit le segment [AB] privé des points А et B. 

вм? BM ` 

AM? ` AM. 

b)Ona MEA et (MA A;M МВ) = 2 (MA;MB)[2x] donc M' est le centre de cercle circonscrit au triangle 
ABM. 

étape de construction : 

Soit Me A/[I) ; on trace A = med[AM] ; [M] - Ao. 

Exercice 8: 1) Soit M un point invariant par f. 


3 )а) As med[AB]; si Me asire 





f(M)eMez-E 





— e z(z*i)-iz-2 e zz *i(z-z) -2 On pose >=х+їу; 


x -y'4i(2iy)2-2e x «y! 4242iys0e x' «y! -2y 2-2 ө x! *(y-1) +1=0 impossible donc 
f n'admet aucun point invariant. 
2) £:P/[A]  P/(A] ; М(2)ҥә M (2'). Soit M'e P/[A) ; montrons qu'il existe un unique point 


, iz 2 





Me P/[A] tel que: f (M) M', z' З ez(zei)eiz-2ezz-*iz'-iz-2ez(z-i)--2-iz' 
1+1 
Or M'eP/[4] S 722712, ,.- 


Z'-i 


VER donc il existe un point Me P/[A] tel que f£(M) 2 Mi 
Ж 1 


et f^ :(M(z)) 5 М'(2') tel que:z' - xi 
2, 





. Donc f est bijective et #'(М)=ғ(М) 
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b) Remarquons que O est le centre de cercle circonscrit au triangle POR ; OP 2 OQ = OR =1, PQR est 
équilatéral & O =H & OH 20 e OP +0Q+OR =0 & p+q+r=0. Donc РОК est équilatéral si et 
seulement si p+q+r=0. 

2) а) Опа: S, -|p(z-a)*a(z-b)*r(z-c)|s|p(z-a)|*]a(z-5)|*|r(z- c) 

< 02-а *|r[z- «| |z -a|*|z - e| -|z- e| <, саг |р| = |ч| = || 2 1, D'oà S, £S, 

S, =|р(®-а)+а(2-—Ь)+г(2—с)|=|рә— ра * az - qb- rz rc] -[z(p*a-r)- pa - qb - rc 


RK, 
b c 





=|-pa-qb-re| = 





= l-la|- [e| -Le] = |а| +) cl -|b] -|c|. Or S; <, donc 





Semester 
b) D'aprés 2) a) ; MA + МВ+ MC2 ОА + OB 4 OC donc МА + MB + MC est minimale pour М = О 
Exercice № 10:1) On pose zz x +іу A(1) ; M(z) et M (1+z°) 


2 


E 


20 e (x-1)2xy-y(€ -y') «0 e у[2х°-2х-(х-у?)|=0 


m ——(x-1 H 
EE | aft (АМ |=1+: -]2z!2x'-y!42ixy — АМ Kb 
y 


2xy 


2 
X 





gäe x-1 
А ; Met M alignés €» 
y 


e y(x £y! -2x) =0 у=0 ou (x —]1J 4 y! 21 donc l'ensemble recherché est (0.u)o&, 
2) A(i) ; M(z) et M (iz) ; AMM est un triangle équilatéral © АМ = ММ = АМ 


өе nz i| 2|liz- d |z- ze — lz-if - 2f 
- |2- i- liz- i^ |z- {= ia k- CH |z- il D lz = Т 
1) (2-1) = 222 zz-i(z-z)-1 
dé і) (2-1) zz d ( ) 


ee й 
(z-i)(z+i)=(z-1)(z-1) z+z+i(z-z) 


RN ri e| ‚ 2x! 42x 7120; 


2х+1(21у)=0 
(5) 


2-43. 
e 2(2-і) =12+2 e»z-iz-iz42 


zz-iz-iz4l-zz-z-z4l 0 


x! +y -2y-120 


EA 


LENS 
2 
avec (z+i) 


Ere 
е 
х= у 

| 


« 
+2 


1) a) M (z) est invariant par f € f(M)2 M ez-rei-t— 


SS EZE 


2 


LEAR 
2 


-1-43 


2 


-1-43 


2 


х = х= 


А=12; 
2 








Exercice № 11:72 = ug 
A ELE а z-i 








€»2!-2iz-220;A 2i'42-2-14221 z,-i-1; 
I(i-1) et (+) 


z, =1+1. Les points invariants sont I et J tel que : 
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(o MA: 
3)а) 2 тта Е car Y AEC; AA- А] 
z-i z-i (2- ї)(®+1) lz-i[ 
vh TUN DEE ge ori AMAM 3 1. Мойнопв que Ає [ММ']. 
z-i ku lz- i| aw AM АМ? 
SE £x aff AM' = — aff AM Or - LS IR" donc AM et АМ’ sont colinéaires de sens 
aff AM E |z- 7 
contraire. 


2*"* méthode : ав 7 м еа WE n[2n] ; (АМ; AM le л|2л] = A € [MM] 


с) Ме) АМ =2 ө 2хАМ'=16 AM 





1 
— = M'e 
"ed E 


eM) 


d) On marque un point M sur & sa } On trace 6'= 5 


мч) 


M’ est le point d'intersection de £' avec (AM) 


4) f(M)eM'; Me bw zs ОМ=16|=1622=167=1 
7 


























1 - 
On a M'A-[z-i|- 12-2 2-2 i jiz-2-ize] |-1|. 1 
zi 2+1 1+1 Е 
iz-2 2 2nzgl S ill | Ё | 
et М'В= |2 21|= Man) эзш” dl eet 
Z+i z-i zti + kb E 














d'après © et € OnaM'A=M'B ; MetzMiAsMB-zMiemedlApl 
. Donc l'image de cercle de centre О et de rayon 1 est la médiatrice de | AB 
b) NE ё /(А) e f(N) - N'e med[AB] ; Or Ae [NN'] d'après 3) a) 
on prend N sur &,, /[A) ; la médiatrice de [AB] coupe (NA) en N'. 


Exercice Ne 9:1) p- H och я H ОН =ОР+ОО+ОЕ 

а) POOR =(РО+ОН)(Об+бЕ) =(РО+ОВ+ОО+ОК)(Об+ OR) -(00+0к)(ок-00) 
kt 

wf) {8 


et (2) On obtient H est l'orthocentre de POR. 





= ОК? - OQ' = af 





J-i 1=0.4'ой: РН LOR (1) ; ОНРК =0 d'op OH LPR (2) 


Donc d’après (1) 
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it ie бЇ1 0] (): 
EE E S 


conclut que OU est un triangle rectangle isocèle en О. 


2) (s; 0M ) e are (z zz] а 02.) леа a ( 2 2 Jn] = (AM; BM)[2x] 


GER =ї=ъ Oz О] (2) саг: et (2) Оп 





E slz D 
а > |= ре ( 





M(z)eT _ fz estun réel , 2+0 
3)а) У), €»z = 0 ou à 
MZA 2 Фі argz = 0[л] 
z-0ez-2i-0e€z-22ieB-M (1) 2 +0 
М+=Ве MZA 
агв(®)=О[л] = (АМ;ВМ)= —7[n] Me East (АВ) (2). 
De (1) et (2) On obtient (Г) =&,. /[A] 





b) M(z)e Deeg (AM;BM) = E A Jan] Fan]. 


Donc (E)est l'arc [AB |А ‚ В} du cercle © tangent à [AT) avec (AT; AB) [2л]. [A5] est situé dans 


le demi plan de frontiére (AB) ne contenant pas [AT). 

c) M(z)e (G) avec М#А et Ms B e (u;BM) &0[21] ; 

Me [Bt)/[B) = lu Bt) =0[2л] signifie u et Bt sont colinéaires et de méme sens. 
Me [Bt) avec [Bt)//(0,u) = G - [Bt)/(B) 

4) a) (u; AM ) * (u; AM) = arg ((z -i)(2-1))[2n]. Ona: z -i ‚= -212E 
e (z -i)(z-i)=1 = arg((z -1)(2-1)) 8 0[22] = (АМ) (АМ) = 0[27] 

b) (5; 
M «S, (M) ауес Л:у=1 ; A(0,1) 
Мє(Г) ez est réel 2 M e (oul 


AM (SM ar] e (sx) (uA far] : 
: [AM) =S, ([AM)) , 







0 
Exercice № 12 :1) О, geet EI : Vrai.Soit ne IN ; 


n+l 


supposons que О, = VIE et montrons que U,,, - (1- 8) 


Uu E Zas 77 п 


1 Ziz Lach bel ly d d 
EE ET EE 
3 3 


t 
3 3 3 3 
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Ade] nme] 
2)a) HE саг /2=[1—1|; 





T 
gr == [2 
arg О, jl n) 


b) arg U, SE A, € [Ot)/[O] tel que (0:01) - - [2n] donc les points A, sont alignés . 
c) z, =U, +i ; aff (B,) 2 aff (A, lies aff (B,)- aff (A,) «i => A,B, - v où v(i) 

= t. (A,) - B Vne IN. Les points A, sont alignés donc leurs images B, sont alignées. 
Exercice № 13: 5+15 = Cj м. hen AN AN aar SE 


г(1+1)` Zen i joi 


D 


mer a(y- node gioi 
ог 1i)" = (1+1)! Jar! arr = (—-1)"4°4опс S-«is* - (-1) 4^ ; par suite 
S-(-1 4" et 5'=0 


Exercice N? 14: 1) 4z? -243e2 e? 20 ; A =12е'?° -16e — 4920 


„ёё оне л), |, _ 208% äer (ES 
JA A асо Р КЕНИ. е мй 


= (äer) 


8 








4 8 4 
“= de Bop t 
TIT 2 
8) 8) 3, x + OM, El: 190 => : =; ;ОМ, =|z,|= 1403) - де) = , 
































^W RAE READ 


4 45-i (45-1 34) 4 UNE E 


— ; SE [25 s n] 22x] = (OM;;0M; SE et comme OM, OM. 


donc OM,M, est un triangle équilatéral, 
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——. € ПЕ & OM, LOM, donc OMM, est rectangle en О. 


OM,M, est isocèle en О < OM, = OM, ; 


e|zl=|z | © 2cos 245 -2sn (2.5 < cos EEN et comme 5л. ря = 
i 3 Dia 2 4 24 2: 4 2: n 2 


дй ыр ЖЕ ME, 
2 4 4 


3) a) z, =1+іе =1+1соѕ0-ѕілӨ ; 


wn ey S AEN -sin'0 Sa-i 


l'équation d'un cercle Bau Ona —1<$їп0<1‹«®0<1—5ш0<2=0<х<2 et 


(х-1) + 
0€cos0«1e 0s y«l1 © М(х;у)є40<х<2 
0<у<1 


; d у=1 e (x-1) +у2-1=0 c'est 
y -cos0 у = соѕӨ y =соѕ? Ө 


y =1 


M, décrit le demi cercle de diamètre [OA] situé dans le plan 
d'équation y 2 0 privé des points O, A et B avec A(2) et B(1+i) 
b) z, «1*ie*; z, 2ie^ -1. Опа ie? 2z, -1 & z, = 
M, = tw (M) avec W=-2u ; M, hel Al | 
с) М, décrit le demi cercle de centre 1(—1;0) et de rayon 1 privé des points О, A ег В situés dans le 
demi plan d'équation y Z0 


—2 Donc 


-l1-z,-1€ 2,22, 


Exercice № 16: 1) M,M,M, est équilatéral si А Я „м Jh, aM, zs MM ,et 


„п 
SC t= 
L=e 3.0r 
mam 





ULB e 


(23-21 ке амр ше Үл Pla ог 
j)- j d'oà jz,* j "2,*2570 € j (z * jz, * j72,)20 car P =1 
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4) (u;M,M,) =arg(z, —z,)|2n] ; Or Ona: 


NEE 


= (u;M,M, )= arg e? +ага(-1)[2л]= dE Deene = какса. T ылы 


2 S 4 4 
5) de -a5 +i=0 ; Б„:42° - 24367. e?" = 0. On prend ө=7 ; 


Е„:42°-2./3 5), +1= 0. Or d'aprés 2) E, admet deux solutions : 


IAS іл ат LE 
коя М». ; SC $ A8 onpi 
2. 2 2 2 
> =\; BEE EE E sA ou 122; 
di 4/2 : 
dE zh: { (E 
Donc les solutions de E, sont : AG). 9) -t EI E (5) 


: { е 
42 J2 42 
1) (E):iz^ + 2e"z - 2icos0e^ 20 ; А = 4e"? – 8cos Өе = 4e? E: —2cos d 
= 4e” [с050+1ѕіпӨ–2с050] = 4e" [- cos 0 -isin0—] = 4e"e "^9 = 4e*e Veit ——4- (DT 
—2е° – 2i 


pee tenete $ 2 sie +1 
1 


Exercice N? 15; 


e addi ИЕС 
2) а) z =1+1іе =1+е‹ ™. Огопа Ie" = е 4 e" ze Zei ^ =е?е 2 +е2е ? 


i| E m is a е n Ө m ($) 
-e^|e 7+e7 |=2e? cos| — |. Soit a 204— ; z, 22cos| —+— |е“? 
2 2 2 4 
Dr 
erg L EE end Ze EE ) est la forme 
2 2 2 4 2 47.2 2 4 2 4 


exponentielle de z, . 


Lë TA. 
е? 


1400 ZS (o3) LE T P, A e Zë 5 
25 =іе -1ze —-1.O0rOna Ie ee = е e . On pose & = dë 


[Өх Р 
donc z, = Jan (5) = 2151п (S mes 
й 5 4 аА 
а o o К ^ 10.1 IER [вуза 
ee ei 6a fe SE ase (S. (24441) TEE 3 
2 S '4 2*3 See? 


ü 3m 


(5+2) У Өє „ЫП (57) 22 . Montrons que: — 2 SE 
2 4 2-9 1 2 4 Zi 2 4 
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d'où z, t jz,- j^z, 20 


QR А 
HUE EEN ©зү-20=—/°(1,-2,)ФФ)%,+®,-т,—-/°2,=0 


ed 7247) 09 ](+/°%„+)=0 ә +/°@,+/у=0 

2) a) Soit P (z) z^ -(1eaia)z? +0(1+7 +i&æ)z io": P(1)=1-(1+a+ia)+a(l+i -io)- io 

=1-1-0-іо+а+іо? -ia =0 

b) P(z)=(z -1)(z* bz +го?) 2 z? «(b -1)z^ +2 (ia? р) го? d'où 

b-1--1-a-ia€b --a-ia; P(z)- 
) 


062 =] ou z^-a(1*i)z +0? =0 


o? (1-2); 


z^-a(1*i)z +102 20;A 2 о? (1+1) 


gx) ` КТ, 


2 ашнаш), et z 


-4i œ =o (-2i)- 


a(l+i)ra(l-i) |. Sy = [I;ai;a) 





2 2 
c) ABC est un triangle équilatéral si et seulement si z , + jz, + / 2. 20 ou z, j^, + јс 50 
T 2 ‚2 H -l 
++] =0е1+оу+о0у 0ea(j-ij)2-1e02-——— 
T j * aj (2+0) ШЕЛ 
2 2 ; vi -1 . H 
Zat j 86+ Д4 0 1+ 0+0=0 a(j+i?)=-1 e S egy Les différentes valeurs possibles 
Jit 
e -1 n 
de o répondant à la question posée sont : —— 
i сма ңү (+) greg) 


Exercice N 17: 
1) [1(1+соѕө)] = 
Alain Of —1(—21(1+созӨ)) =зїї*Ө—2—2созӨ = [i(1+cos0) | 


z =isin0+l+cos0=1+e", 2, =—1—-(созӨ—151п0)=-1-е °=- 


| (2-5) 494 дё iB ge 
wr (a-e*) -e 2£ le M2 | (е J 
4 gl. T g e| .. б -i$ 0 «1$ 0 
—-e ?|cos—-4isin—-cos| —— | isin| -— =-е ?|2cos—-| ; z"-e?*|2cos—|; 
2 2 2 2 2 2 
0 


(E) :iz? - 2sin0z — 21(1+соѕ0) 2 0 
(1+1соѕ0)? --1«2(P !)cos0- cos? 0 = -2cos8—1- (1—sin* 0) --2cos0- 24 sin? Ө 


(1 +e™) 


b) ОМ'М" est isocèle , il suffit de montrer que : OM'- OM" "E 


= 17е 


-zo| = |24: - zo| 


n Al(n-9) 


-0 
Siezie lw 








= |z"| et par suite ОМ'М" est isocèle. 
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c) «(2)» агв(е®)[2л]= n-0[2n]; -x«0« 1 & -n« -0«n €» 0« n- 0 « 2n 
Zz 
Puisque OM'M" est isocèle en O donc il est équilatéral lorsque 


п-Ө==+2Кл avec ke Z ou n-0--242k'n ауес: k'e Z 


E Ceu? in pi хеви S voie ET T 25 
3 6 6 3 3 3 [3 
0<-®+%к'т< ле ek e; Kein o=- Lr ET E SE 
3 6 6 3 3 3 8 
ОМ 'М" est équilatéral si et seulement si oe [25.2 
Exercice № 18: (E):z' -(1-i)e"z-ie"* ; ae [0;n]& 
1) A - (1- i) е? Air = —2ie?" + Aie?" = 21е" = ((1+1)е°) 
1—1 T N 1i e? Rz ec ТФҮ io - 
ve CD UD A icosocesino e js d ijs zë = с050+15іп Ф 
2) A; M' et М"ѕопі alignés € det AM": AM?) - 0 
——.[ sin @—1 ——( cosa-1 ——z LL їп @—1 0—1 
AM ; AM ; че (АМ*:АМ*)=0 6" geet 
—со$@+1 sina -1 —cos +1 sino 





esin ai Lecos! atl- 2050.70 e 1-2e05 07 0 e» men et oe al 
Exercice № 19 :(Е):2° –2(1+1соѕ0)2+21соѕ0=0 
2(1+1соѕ0)– 25іпӨ 


l)A-4sin'0ez'- -]-sinO-ricos0 


2 
2(1+1с050)+25іп Ө 
wu ао NE NET 
2 
IER 
2) a) en zo ( AE" Jongen, ee mam = 5+5 >0 
2 4 eg SSC MEET 2 4 


E SEI 8 42 E d т 0 i 
Z= 2cos += ; z, =| 2cos| —-— |, ——— 
2 3 4 (ИКТ ИГЕ 
х =1-5іпӨ 


b) M, (2,); z, =1+1е" 21«i(cos0-isin0) -1-sinO-icos0 ; z =x+iy&dy=cos0 —(x-I +y =1 ; 
0<0<2 
5 


&(x-1) +y =1 ; м) avec A (L0) 
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2) A={MeP tel que: OM, = ОМ,) ; Me ^ & OM, = ОМ, e |[i*d|-|-1- id 

ela - 3-2] i-a e +=] = AM-BM = Me med[AB] avec A(i) et B(-i) 
et par suite A = med [AB] 

3) dl-23 ; M, (i+d) : z-i-dea-il-|d 73 = Ме, 

4) аге (а) = [27] ; M, (2,) avec z, 2-l-id ; 2,+1=—1@ e»arg(z,-1) = ага(—1)+агр(4)[2л] 


€» агр(2,+1)= -5+7 [2n]= arg(z, +1)= SE = (uCM;) --^ [n] avec C(-1) 


= M, e [Ct)/(C] tel que (siet) Zil 


5)а) dei et dz-i ; ld|21& OM 212 Me бе = Сав j M € Cias donc AMB est rectangle en M 


d 


Se ПВ ө EI е = IR 


= З 1 
M eilR e 
ES NS 











Zz 
b) AMB est rectangle en M et М #А et MzB ; ан 
B M 
] id -l-id 
= Geer S 
-i-d і+а 
6) f,: M(z) ә M (z?) tel аше:2'=(4-13)2+1 


a) f, est une translation si et seulement si d — i3 =1=4=1+1/3 





—— —— є IR 


b) (M) e M'e« 20M - OM 727 7 
с) ф= 6°; M(z) h Mz) f, Mil: 
ЫЗ 


zl et "= (1-63) 1201-3) i 2+1 donc 2"=е ?z4l et par suite 
2 2 2 


n [0 20085) i-a V (1-5 
e-R(w-5) avec w тож ну о onc Ww "eget 
3 e 1. гат SS 4 
KS E 
Exercice N? 21: дус Dn Si 
II) 1) a) M appartient au cercle trigonométrique ; ОМ =1 ; 
lbs 1;z =1+1 & z -1=10 5 |, - 01 =1 ; AM, =1 & Mie, ; 
sc: AM, » 1e M; e ba 


5 


+= 1-6 = [-i + b| =|-i— v e|b-i|2|b-i| Soit ED) et F(-i) 








z =1+ib z, -l= 


b) OM, =ОМ, e еы] =i- in SE = 
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(x-1 +y 21 
Or 0«0«7 60 с00<160<у<1:0<5п0<10<1-5110<1«0<х<1Мє О<у<1 


0«x«l 


L'ensemble des points M, est un quart du cercle [со |; {С;О} avec С(1;1) situé dans le demi plan 
d'équation y z 0 
1 ie" - 1H ie" 


х= 
m——————— -1-*icos00 ;z;2x-*iye 
2 i г= х +1у эз EH 


с) Le M,*M, as A tA —IeA:x-l 


tel que 0€ y «1 car 0«cos0«1 V De Wäi L'ensemble des points I est [АСЈ/{А;С) avec 
A(L0) et C(1;1) 








zilie ti xg |2, —1 АМ 2321 ^u Se b 
З — = — = A ү, =] zas 22 |= -2002 5 Xm 
)а) z-1 e S (1); DES = | arg di Ө[2л] = (AM; AM. ) =-20[27] 
AM, = AM, 
— ——— М,)=м, 
(АМ;АМ;)=-гв[2л] Pf dr 


b) AMMS est isocèle car AM, = AM, ` AM,M, est un triangle rectangle si et seulement si 


-20- S kn i ke Z Or -0«-20«0«-20- 5 0-7 


2*"* méthode £e UR si et seulement si e™ € ИК = cos (-20) +i sin (—20)є ИК = cos(-20) - 0 et 
z,- 
zn«£909«0€ 209-45 9-7 
2 4 
4) a) z,—z, -1«ie? - (1ie^)- i(e ^ -e") zi(cos(-0)--isin(-0)—cos0—isin0) = 2sin0 
z, =z =2зїп Ө => MAM, = 2sin 8u = (M;M, )//(0;u) 
b) M, =S, (Mj) ; М,*М,=1є A car: z, =1+1со$Ө 
(M;M,)//(O;u A L(MM, 
| ni кк ona] (M, J aed MM, ] S, (M,) - M, 
^ 1 (Ои) M,*M,eA 


с) Pour que OAM,M, soit un losange il faut que OAM,M, soit un parallélogramme et OM, = OA. On a : 


x ui iam s can MS AR } T x й к 
OM, = OA* OM, > 2, =2, +2 €» 2sin021— 0- = ОАМ,М, est ип parallélogramme si et seulement si 


n D Ы: 
de? Pour өт yz ,—lrie5; 2,=1+1е * ; OM, eme donc OAM,M, est un losange. 


1) iz +(1-9)(1+1)2+9 «1-0: = (1-4) (1+) -4(d^ +1): =-2i(a+1) 
= (1-1) (9+1)? 2[(1-i)(d1)] ; z =i+d ; z, -1-id 
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|b-i|- [pi] хә [za –2.|= |2,2: & МЕ= МЕ & Me med[EF] <= Me (Ори). Donc 
Me ы n(o; u) et par suite M=L(1) ou M-L'(-1) alors b=1ou b=-1 
zi DA к (1+1) ү ?. Ga" = 21003,1003 _ 1003 [eem s gei 5 = = 1019 


; 2, AER z - (1-1 ATI 2 Cai]? äm 


e Sibel;z 

e Sib--1;2,--2'^j 
2) a) y 
b-1 b-1-b 


b'-1j2——-12———-- 
b 


|= 


bz- 








АМ'= CM 


H 


; а АМ'=Ь'—1=— 





EE 
= 


b 

















b) Meel Ales OM 21e» |6|=1 => АМ'=1 = M'E &,,, et comme AM" et OM sont colinéaires de 
sens contraire, M'E &, , O[At) avec(At ; OM) = п[2л]. Faire une figure. 
Exercice № 22: 1) 2° SIE e De -120 


1) A-[i(2-e7)] -4(e*-1)-- 


2i- ie" — ie" 


We vm 2i ie" Arie 
z 2 ——————zi-ie" ; n= 


! 2 * 2 


2) z =і-іе -i(1- e*)-i(e" -e*)- BE e 


(2-e"J 4e" +4 = 4e 4e" - e?" 4e" +4 = 


ia _ (i ia ) 
-e ele 


Ig 


ee ee o i 
Or 0«a«2n 0< cn sin >> 0 =z = 2sin7e? E 


OË 
2+1 


1) a) Soit М un point 


invariant ;f (M)=M & z= Z e zz+iz= z-i e x' «y -x-y+i(x+y+1)=0 
z*i 


SEN ve 2 +у-у-х=0 x +y =у+х x’ NEEN i 
ex ty tix-yzx-iy-ie du еә усу е Y . Impossible ; 
х+у+1=0 х+у=-1 х+у=-1 

donc il n'existe aucun point invariant. 
ОЈ ict LL eode d. rey 
z*i z*i zi 


ag(z-1)s 22 22 \рл]= arg(-2i)-arg(z+i)[2n] eai] e - ee (o 2] 


el-isi-22 АМ'ВМ =2 











£i! 


Mese к dad ие рези {нике [ш 
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=» Ia = Sal y |” 





3 dis dës 


avec Кє {0;1;2) ; z Lt ou z'=e H ou z'-e" 


D’après 2) b) ; L--o0g. ou агат кыш ой кечан” 


24 24 
JS AS 
2 


SE eg 2 =e 
с) ME дь) < ВМ =1 & AM'BM -2 e AM' 22; M'E Ç'po: Ог (BM; AM) e [2n] donc M' est le 


point d'intersection de 9 ^3 ©! la droite qui passe раг А et 1 (BM). 


Etape de construction : 
- On marque un point M sur Bau: 






9 w-Ti -e* it(Q)-Q', d’après 1) ((вФ®А©')= [әл] (во) 1 (A9) ө 
- Ontrace le cercle бла) j et d'aprés 2) a) PW Tas. e^ = үу = -eog- Ste (О;ОА) © 
- Оп trace Ја droite A L (BM) en A A coupe E, a 


Г d’après ® et Ө Q est l'intersection de (0:04) et la perpendiculaire à (AQ") passant par B. 
en deux points et on prend le point tel que (BM A) = - 5p]. 





Exercice № 23 : 
Da) [z-[z-2i| |z} -[z- 2} e zz- (z-2i)(z-2i) e zz zz*2iz-2iz4 e2i(z-z)«4-0 
Da (z-i) ciere pit 2B eap apo ер - pe Gelle ges 2) 4—0 (а) Menn? 
E e[-i|-|z*i| = CM 2 CB avec C(-i) © Me med [CB] & Me (0:04) 2 est réel. b) (0м) = ө[2л] ieren Donc Im(z (z)- [sing 212 |] - —— ; 
ia i zti ; Aa i ; М(2)єА:у=1 sing 
Ы) 2'=е e 21 op же? e Zei ?ezti-(z-i)e" елі = ger Je | 
2 ; 
e z(1- s -i(1+e™) Or oe ]0;2л[ =a + 2kr et par suite em #1. T o ai em 7 на а етен 
LE ла ang 2)neIN ; n22; E:z =(2-21)". 
Л іа (24) SE е z е? +e 2 = .An An n п 
, ze Nr e ep n а) z est une solution de (E) €» z^ = (z-2i)" = |z"|- (z-2i) let = |2 21|" donc M(z)e A 








(тё Ли ECONECS ШЕ | 2 


Heli ; @#2Кт«(2-2)е° =z z(e* –1) = zie" 








2—21 
icu "i , , g E breite 
cos via Deel D Jeisin(- 2) Эсде 21е 2ie'* 2ie 2 ON inam e 
т 2 2 2 2 e Q KEE =———=—=——Є—©=со!2—+ї 
e lee les A =-соїр—. g^.-]1 EI ux 8 murs oh s Qi 2 
с. үзү a mes. Jes 2 ees. E sin— 
соз — tisin— —cos| —— |-isin| -— 215іп — 2 2 
2 2 2 2 2 
ét s 2L On peut retrouver 2) b) sur les images des solutions d'ordonnés 1 donc ils sont situés sur A: y - 1. 
c) (E):(z-1) = (-1+i)(z+i) . i n'est pas une solution de l'équation саг: 


Z LER 
- est une racine п" 





ejz" -(z-2i SÉ -l;z£2i Donc 
төгү A 2 уау 59 pum pr 5 А 2, 
(i-i) -(-2i) et (718i) (iei) =0. Donc z £i ez *-i- (2+1) +0. Donc l'équa on (E) est 


équivalent à : E Ape ue Bye. 


2+1 2 


2 


e =e" ; ke {1;2;....;n— 1} pour k=0 On a = 
Z-— 












е - = e? =] impossible 
2-21 21 


2kn 


Кл 
|с =т= — |+ L;2;..;n- = = — |+і ;32;..;n-l 
Rappel: z' =a avec ae [||,0] à Em A ) ЖЄ], ыле €»z-2z,-cotg 7 +i ke (E2;.;n-1] e zz, end ^ yi ke (52;...;n-1] 








0 1 2 p n nk 

3) Rappel : (a+b)" = Са" + Са"! -Ca'"b? +...+ Ca" "b? Cb" = У Сат" 
п n n n n к=0 п 
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)) y Cz (CA) ez-6z Cay cz on) 0«0«n-»sin0»0— [zz,| 2 2sin0 et arg(zz;) 90- [2n] &»arg(z.)*arg(2.) 7077 
а) z" =(2-21) ez =(2+(-21)) =» 2" ге "L-2311 ez =С2 (21) TEE (72i) |z, : 


2) A'21-2sin* 04 2i sin cos 0 = cos (20) - isin(20) = (соз 0+15їп Ө) 


nk Dk e Т 
ez, =1x7" ona (Lat Zi SG (-2i) z0z D =1+со$0+15їп@ ;2, =1—совӨ—1їп Ө 
к=!" kel 
























































Te ne d SC s) 
е іѕіп Ө = < —с05— = 2c0s—| С05— +1510 
b) L'équation(E) est équivalent à : ус (2) = (ee . On pose 3) z, =1+соѕ0 - isin Ө = 2cos "un STEE E 3 2 
s d 0 т 0 x 29r 
у і) 4 (-2)) z^ 28 ЫР 0 || = 2соѕде argz, = [27] 
P. (2) j-xez*( * (2i р, (z) = C725)" « C(-2i) z^ (721) 0«6«1e0«7«7 e» » К AS E 
kei" s г r 
i Se 2n|80- 5-2 [2n]8 2—-— [27] 
D'autre part les nombres z, = cot (E) sont des solutions de (E) et par suite arg(z,) 20 2 arg (2, H n] 2 Al ] 2 2 que vx 
5 H 
1 NL: І , o 2sinO M Loi s p 
vzeC; P, (z)-CC2) ae (C20(272)( 72) 07) bal 2sin8 et |д|=2соз—=||= um EC 2 
К Se cos — E 
n 2 2 
Pourz-0 ; P, (0) CL: if еєР,.,(0)=С(—2)(—х,)(=т„)....-(-2,.) @'ой А А INC зе 2) 
i- A "op z, -2sin— T Е 
(2i) C72, 723). (02,4) e CCC23* e (20) nC)" (2) 23) (2) = (20) 3| 595277 "TW 
e ` үс +2, ; IR: 
JD t M, (z,). z = = 1 Pourz, =x +iy xE IR et ye IR; 
e» (-1)(-1)" (2in)zz, ‚=(—2)° ө (-1) (2in)zz...z,,-(-1) Qi) e zz; Ww l 4) M; (z1) et М, (z:). ж 2 deii 
0-1 . 
1)" [2il Е ;z-z,etO0e |O; T M(x;y)eE &;y=sinð 
E AN e P Ва а |= ar lé indio mal : E, -( М,(®);>=% IO i e 
- 9n РТИ 
л 2n. (n-1)r]) | 2" 1 1 E^ a lapor О ча 
..Jcotg| 2———— |t1|2—— © d ег | | ] 
e gl ® ei ES s E co d F | п ad? (27) |") п уне: eg denge? Donc E,est un demi cercle de centre 1(1;0) et de rayon 
Р i 0«0«n 0<у<1 
——— isi vit бж E А M, décrit 
Es al Zlal ZlLal P el = E, ={M, (z.) ; 2, 21* cos0- isin0; pe }0;л{) ; Lee "M, e М, S, (М, ). Lorsque M, 
| À | 20.1 l'ensemble E, alors М, décrit l'image de E, par S, qui aussi un demi cercle.. 
Кез шы чы =" «0. Donc U <U, et la suite (0, lest décroissante 
Hai s m JEN AINT. e 
Vne IN We ; U, 2 02 (U, ) est majorée par 0. 


b) U Ser “ТИЛҮҮ (= : jx + Comme (U, lest décroissante et majorée donc elle est 
F 2 


Du 2 2" 2. 
ZK ; D li. 
convergente. Soit 1= lim U, alors lim D. =1 ; comme e E lim U, i515 


U E n alors ELS PET donc lim О, =0 
+1 2 n 2 2 n-4os 





n 


Аа TET 

3 tiot E : ЧАСЫ Р ГҮ, 

Exercice № 24 : 1) 212, = © -2sin'0-2isin Өсоѕ0 = —215їп Blogs Ө++15їп Ө) = 25іп Өе ^e" -2sin0e 
et 
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лл үтүк == =——————— 
X ' OS 4 a 

S E (Jar | Сажа +оо 
2, 2 2 2 Ze 4 в: 


2.4, 
.ZAtzjt2nz.-4 zpz42zz'.-4zz! 
———————- ES? саг Le 
4 re Elus gs zzi =l. 


Donc (255. Ata. _2|+2'— E Z-Z, ? 
2 2 4 SS 2 
Б) K= M,*M' | ^2 2ZAtZ, € Z*z _, Z tz, DEE? И 
бш Ke? тај ^m Donc 
Z +z, Z +z, 
«(35-1 D ok «(55 3r 
EE а SCH A = 2агр SES [2x] 
2 2 2 л 
= Cnt iere) Cose (ERR) (Je o io 


ee (AR) - (EMM) e (Es - (EBK) [2n] (R79: = (BRI M; )[2] 


Donc M ‚ М, est un vecteur directeur d'une bissectrice du secteur [KA;KB]. 








Exercice № 25:1) 2®=а=1=е * 


| 62a 
MTER 3.8 
eg sem =e ; ауес кє {0;1;2} z, =e * = о P 48 i 
т E: 


Aen т 2 E 2. "2 
=—2+21= ——M-——i = J2 | 1 
Hei (7 7 is Srk Mes ( 2) е * donc les solutions sont les nombres complexes 


а. ke (0:12) ; Mer оли BAR EIER Si, =1+і z - Jas) 


Gäil. GG) 2 à 
ACE SE 1ziY-1-i/3) -1-43 CAB. 
EC 28.82 
NN El с Б) 685 « xy -1-—/з\_-1+43+(—/3-1) 
J2 XN m 2 


ID) 1) z est solution de E & z’ -6iz' -3(34i)z-4«i-0 


donc les solutions sont les nombres complexes 








4 2iY-6i iab. Sud жү Р 
(221) -6i(z-«2i) -3(3+i)(z'+2i)-4+i=0 E E +24z'+ 241 92 —- 18i —3iz 


+6-4+і= 3 -i)z' i 
1=0 e z^-3(1-i)z* 2-i- 0. Donc z' est une solution de E':z? «3(1-i)z42-i-0 
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1-(-1) и" 


D'où (1+u)A= ел 


1 Н iè H (ТЕ 
+(-1)" nU" or U” 21 саг Uest une racine п" de l'unité Donc 


n n-l 
to 1) Мы! раган A теа si n pair et A= 2 


] -+—— si пїшрай. 
(1+ и) 1+0 1+0 (Leu) 


1+0 


А = 





Exercice № 27 : Опа: Add ;p(z) 2022-120 et (2-1)(р(2))=0 2-10 et zi -1-0 d’où 





les racines de p sont : z, =€ ij ;ke(1:2;3;4] 


pt gt E OE үк utm cies SE ИА 
z-e!iz-e5)2-2e5-6*jz, 2e =e 5DoncS$,- Js valises ze" 


2" E: цах ца h Я 
e E |z- 2: e d oe 3 J E) 


2) On pose aec et ъ= сот ; P(z) =2*—2(а+Ь)з* +2(1+2ab)z’-2(a+b)z+1 Ог 


Р(х) =2* +2 *z *z*1d'oà -2(a+b)=1 ; 2(1«22b) 21 ; -2(a+b)=1 earbo-; д GE 


EE ECH 


et par suite a et b sont les racines de l'équation 422 +22-1=0 А'=5 ; 2'= uL x y 2 4 


2n Se 


бекен 0 саг бє е^ et b= gie саг ЫЕ un Donc cos— = ——— 
5 5 2 5 D га 5 




















An -1-N5 
ECOS — rM 
5 4 
Exercice № 28 : 1) Le triangle М,АВ est isocèle rectangle en M, de sens direct 
M.A 
МА = МВ ——-] 
**Y(M,A,MjB)e 7 [27] SE 
E SEN (MAM В)= [2л] 
MA 21 
МВ 
zi -b| m 
ar =—|2л7 
(a=) 2! ] 
mob d И o. b-ia 
€ -L—aze!e-——-ioe- 2 
2,—-à Z а. 1-1 
= c—ib die a —id 
De méme on montre que 2, 2——- ; Z,7——.- El 74 =- 
DIT el En 1-1 
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2) a) z' est une solution de E e»(u v) +3(1-i)(u+v)+2-i=0 et uvz-]*i 
е u^ + Зи?у + äu + v! +3(1—1)(и+у)+2—1=0 et шу = 1+1 
иу? +3(u+v)uv+3(1-i)(u+v)+2-i=0 et цу= JI 


exu vi +3(u+v)uv(l1-i)+2-i=0 et uv=-1+i B 
uvz-l*i 


ON v z-24i 
e 3 et y? i "équati 
SR „(їн Ый ee и et v` sont des solutions de l'équation (Е"): X° +(2—1)Х+2(1+1)=0 


3) a) A-(2-iJ -4(2*2i) = -5-12i (2-31) donc X,--i et X,--2-2i 
b) u' et v! sont des solutions de l'équation 


Es isl DEN үлә feas : "em 
(E") (u a (4 ; -2-*2i) ou (uv) =(-2+21 ; - i) alors u^ et v? sont les racines cubiques de a 
et b et z est solution de Е’ 
utv-z 
‚Зл 


UN = die? 


Or d'aprés 2), Опа; | 








2 


776 Stil, faellt d 

= "6 IEEE X 

2, 2e E e E | done кезиш ани) ганан зт, =t + Cl 
2 2 


[e 


Exercice N 26: Si u- -1 alos A-1243. tg ЕМЕ 
2 


г =е? 3 aet =1+1+1=1+21 ou z =e +808022) ou 
2 


m: BEL? 








. Supposons и #1 alors 


(1+0)А 21-2u +30 - 4u? e (-1)" nu у 202 +3? +... (-1)"" (n-1)u* « (21) nu" 


Donc (1+ш)А =1-и+и? —u? +... (-1)" u" e (-1)"" nu^. En outre 





Leiw -i e. (21) ur e 1e (Cu) (ау (у tu EEN 
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VU d-ic-b-ia z d-b+i(a-c) 
28 (М, M ch ebe Zu" а Jan] = «ag ( 58-9 Jon DE c+i(b- 2 pe 
a-c-i(b-d) e л 
= А | те агр2л7|= 2121 
ll =н] on 
MM, l|z-z|. |i(d-ic-b-ia) 


Bu 








= || 2 1. Donc MM, = М,М, 














MM. ETH a—id-c+ib 
Exercice N° 29 : 1) ABC est un triangle équilatéral de sens direct, si et seulement si, 
с-а 
(ле r3 vd na е (b-a) 
— ==) л e £73 263 ec-aze?(b-a). 
(АВ АС)=—[2л] lg ace т e e. d: ba 
d АВ,АС |= – |27 аг Sak 
3^ (АВ,АС)= [т] (arepa )=-[2л] 
Donc ABC est un triangle équilatéral 3 sens direct 
2) ABC est un triangle équilatéral de sens indirect, si et seulement si, 
c-a 
E AC 22 Gu -— 
n TS D e e 
(^B, AC) = — [2n] Lima c-a л 
АВ,АС)|=—=—|2л —— |=—-—|2л 
Jl (Ав,АС) 0л] ` Jl —*)=-{2л| 


4 Ёз: t 
: Sce дее сд Z (b-a). Donc ABC est un triangle équilatéral de sens indirect 
-a 


Ki SE 
3) ABC est un triangle équilatéral, si et seulement si, c-a-e?(b- a) ou c-a =e ` (b- a) 


аы 

ө (с-а) -(c- a)(b-a)e 5 3 -(b-a)(c- бе Af. -ay =0 
месна e (с-а) -(c-a)(b-a)*(b-a) =0 

e» c? -2ac +a’ - cb ac ab - a +b’ - 2ab & a? =0 €» a! + +c = ab ac bc 
Exercice № 30 : 1) 22 -2ie*z-4(1-i)e'? 20 ; A'- -e?? A 4(1-i)e?? =е? (3- 4) = [(2- y^] 
z'-ie? «(2-i)e? = 2е" ; "Zie? -(2- i)e? = -2(1-i)e" 

S, - (265,20 Del. 


GES ге {муо гане" ВЕ kä 


DEE 


M'e Ger gëf oe bi e0M'z2et Liege kl 
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Donc Г est l'arc [АВ |/{А;В} du cercle Baan ауес A (1) et B(i) 
b) ei JN) —Nc 22€. 


C) Z4; = 2e" et Zen = 21е — ле + 2e" = 2e? => ОМ'= MIN 
= OM'NM' est un parallélogramme 
d)OnaM'ere A M) et М"= te (№) car 


72 





OM'NM" est un parallélogramme > M" = t... o 


Zw. Les racines 


3) a) On a (-2+21)е® Jabel = 


Ө T. leg 


cubiques de Zy. sont les z, zl 2; др Gell ke [0:12]. 


b) Soit oe ]0;2n] ; жеч е V2z-1=V2e" z e (V2 - J2e")z =1 


1 1 1 е? 


«9 Kat ebe ez- Wd 
ele е2 SE 


0r. E S E D ENE [94 
COS esch Du E а Sin — +1С05 — 
De B. xi 2 es 


a RED AL BOT agris 2) ez leed Ell 
SEA Raa sin 2 2 4 2 


c) On remarque que z = 0 n'est pas une solution de l'équation (Е,) 


&)e [E EE dus =| v3; BIOR, ke {0;1;2} 


TURIS vien; ke {0;1;2} I end, z) 
4 GA 89 3 68.9; 


21 Elend Ze) et 2, El isicotg( Är +E) ре E 
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2)a) g = Suc; ^h, h transforme le triangle ABC en le triangle ACD donc A (ap C])- (4.C.D] 
опа: Suo ((A.C, D)) 2 (A.C. B] ; g ((4,B, C]) -Su cj? ^ (4. B.C ]) ={А,С ‚В ) Donc g laisse 


invariant le triangle ABC. D'aprés 1) on a: g € le d^ и) j ic zh Siac)? (ac) zc 
Ee Жу 


E Suc Sac) "os "Zoe "Ti `" S66) Sac Sac See) S (c) ei 


Exercice 4:О=А*С donc OA +ОС = 0, О -B*D donc ОВ OD =0 
ОА +0В +ОС «OD = D comme l'isométrie conserve 


f (O)A +f (O)B +f (O)C +f (O)D = 4f (O)O ^ (OA *OB +ОС +00) et comme 
ОА «OB «OC «OD =0 d'où 4f f (0)о jo = 0 alors f(O) =О. 


2)а) on pose f(A) =А', on a f(O) =О donc ОА'=ОА. Comme ОА #ОВ car ABCD non réduit à un carré 
donc OA'Z OB > А '+ B d’où f (A) + B De méme on montre que f (A) + D. 
Conclusion: f (A) {B,D}. 
S (во) of (A ) = $ (вр) of (A ) =S ao) C) =Å ; 
3)а) А) 2C ; D 
S (во) of (0)= 5, (0)=0; 


S (во) of est une isométrie qui fixe 2 points distincts А et О donc 
Zuse 9f =idP ou S (во) zf = 5040): А 
b) Suen ef =idP donc f — Biest: Stan) zf =S tao) >f =S s0) °S a0) = So 
ar (вр)П(до)={0 jet (AO) 1 (BD) enfin f = Spn) ой f S; 
4Xf(A) =A alors Suc) f (А) Brel zÄ et ona 
Aer"! (0)=5„у(О)=0О donc fixe deux points distincts О et A donc 5, of —idP ou 


Suc) zf = S40): (ас) 7 idP doncf -Suo; Suc) f 7 Suo, donc f =S ac)? Sao) 7 id, 


(BD) B 


Conclusion: les isométries qui laissent globalement invariant le losange ABCD sont idP; Bac "Supp et So. 


Exercice 5 1) Soit f une isométrie laissant invariant (B, C, С'). 


Si f(B) =B, КС) =C et f(C') =С' comme В,С et C' sont non alignés alors d 
fzidP 
2) f (B)e (B,C,C '} .Supposons que f(B) =C alors f (C)e (C Bj. А 


Si (С) =С' alors BC =СС' ce qui est impossible car BCC' est 
rectangle en B donc f (C) «C '.Si С) =B alors ҚС") =С' d’où CC' ZBC' 
impossible donc f (С) + B et par suitef (B) С. 
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ueosss249$44$0$4f$23$2$S2d4$$44$ dd d $i 


SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 1 
Las$o9s2$e9$2$204$$24$$$4$44 4 d$ $ d 


Exercice 1: 1)Faux : саг 5, °S, — idP 
2)Faux : car l'identité fixe deux points distincts; donc une isométrie qui fixe deux points distincts alors f 
soit une symétrie orthogonal soit l'identité. 

3)Vrai : О € Д, ПА, alors f (O)e f (A) ff (A,). commef (Д, ЏА,) = A,UA, alors 

f (О)є A,J0^, ={0},f (0)=0 

4)Faux : une isométrie qui fixe un point A alors soit l'identité soit une symétrie orthogonal d'axe passant 
par А, soit une rotation de centre A 

5)Vrai : : Mı et M deux points du plan tel que f(M;) =М' et f(M2) =М”» 

MM; -[iz:*2)- (iz 2) = (2-2, - li] 2,727 M. M, 

conserve les distances donc f est une isométrie 
6)Vrai (théorème du cour). 

7)Vrai t of =S, alors t. ot. of Sie zë 





un id, ef e Les "Bun ; Tests "Bun ‚ et CA Un vecteur 
directeur de (IJ) alors f est une symétrie glissante. 
8)Faux, contre exemple : dans le triangle ABC de question 7) 
On a ty; °8(вс) = Si) Sio "Busch = Si, symétrie orthogonale. 
; 2) c)etd) ; 3) a)etc) ; 4) a) ; 5YD:c) (i):a) 
L:1)a) Soit G le centre de gravité du triangle ABC 
alors GA --GB +СС =0, comme l'isométrie conserve l'é équipollence des bipoints alors 
/ (GXA)f (GXB)-*f (СУС) =бог (f AM (Bf (С)}={А,В,С} А 
donc f (С)А +f (С)В +f (СУС = 0 , donc HOH le centre de gravité 
du triangle ABC d’où f(G) =G car С est unique. 
b) Si f(A) =A et comme f(G) =G alors f =idP ou f =5(дс).51 f =іар 
alors f(B) =B 
et f(C) =C donc (АВС) =АВС d’où f laisse invariant ABC. 
Si f =S;ac) alors f(B) =С et (С) =B donc f laisse ABC invariant. B C 
c) Supposons que f(A) =B, on a f(G) =G donc f admet un point invariant С et f + id, d’où f soit une 


Exercice 2:1)a) et b) 


; 6) b); 7) b) 
Exercice 3: : 


` 8)c) 


rotation de centre G et d'angle (GA.GB) = 2(CA,CB 2л] = Ze ou f =S4 avec А 2méd[AB], A 
z(CG) 


vérifier que К эл €f $ (сс) laissent invariant le triangle ABC. Supposons que f(A) =C méme méthode 
е ER 


eg 
3 
Conclusion: les isométries laissant invariant ABC sont: 


Mag Cl БСО (A 
у а 


que b)on démontre que f =S „ои f = К 


(св) 


(46) 5 5 (св) € Sicc) 


124 
п Mathématiques 9 4*"* Math x 


Exercices sur le chapitre « Isométries du plan » Collection : « Pilote » 


3)Supposons que f(B) =С' alors f (C)e (B.C). 

Si (С) =B alors f(C') =C, par suite CC' =ВС' impossible. 

Si (С) =C alors CB =СС' ce qui est impossible, par suite f (B) +C 'et comme onaf (B) «C 

donc f(B) =B et f(C) 2C' et С) =C par suite f soit une rotation de centre B, soit une symétrie orthogonale 
d'axe A =med[CC']. Et Comme (BC, BC) = (BC, BC )[27] 

donc f n'est pas une rotation. 

Conclusion: les isométries laissant invariant {В,С ,C ') sont idP et Sa avec A 2med[CC ]. 


Exercice 6:1) К, = oe o (со)п(св)={с}:; 2(СО,СВ) s [aa] donc Rss fuer (ВС) 

2 
(or)n (oc )- (0j 

"е 708) Dt 


2)К, = К 


donc R, =5 осу у= Stue) оу A; = (01) 


3) RR; =S сосу °5 осу°8 о) =5 (ас) °5 (о) 

Опа (CB) 1 (01) еп1 допс Sec "äer 75, et par suite R eR, = 5, 
(Ав) 1 (СК) 
^ 1 (АВ) 





4)R, 2S, 9S су, \м (CK ) . On a (CK) coupe (BC) alors A et (BC) sont sécantes; soit E 


— SEN Leg P -л 
un point de A distinct de В ; Опа 5, 95,44, = Ri Опа (BC,BE )=(CB,CR )|z]» rau donc 


2 (BC. iC EJ" 

R, o" au R,SR, m (5,9565) (Siac) Seet 7 S4 °5үосу, (OC) et A sont parallèles par suite 
[s 

S, 9S (осу est une translation. Comme ona К € (OC ) et B le projeté orthogonal de К sur A donc 

Rs 5,28 (осу у 

5)а)Опак, =R 


mx 
Ep Ar е? 4 
(ся) аопс Ri „к R, Ix (c.t) ey Or 
(cA) (c0) iC] 
mE E donè Kat ‚ (OC) est orthogonal à АВ donc fig zz Soc 954. avec 
2(СО,СА ) sel (e=) (са) ° S (со) бё) 


A est la droite parallèle à (OC) passant par le point А =t; (K). 


TJ ale ek = 5с) °5үсо) со) *34: 7 Ce) "Zelt ATY(AC)-[Aj 


Lee 


donc f =R avec E' un point de A' distinct de A. 
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' AR 25Í^hn PX -л : 
AI (0C );(AE AC) 2 2(c0.cA Iz] e — [n] donc Sq, SER ., En fin f =, ш 
b)- on a а'аргёѕ 5) а) ir = К ot "ai = R, d eti =R] к or R, ep" —idP donc 
кебей zy ët, үм ) 2 BAM ) » M " or RR. у= donc t. (M )- М"; 





AB = M 'M " et par suite ABM"M' est un parallélogramme. 
Exercice 7:1)a- ABC un triangle isocéle en A, le seul coté de ABC 
isométrique à [BC] 
est le segment /BC]lui même d'où f([BC]) 2[BC], donc f(B) =B 
et Cl =C ou fB) =C et (C) =B c'est-à-dire: f ((B,C]) - (B. С}. 
b- f conserve le milieu ; comme O est le milieu de [BC] alors f(O) est le 
milieu de f((BC]) 2[BC]. ; f(O) =0.f laisse globalement invariant 
le triangle ABC 


donc l'ensemble (A, B, C); de plus f est bijective et f (Up ‚С })={В, C) 
donc f (А) +В et f (А) £C donc f (А)=А. 


c- d'aprés 1)-b- si f une isométrie qui laisse globalement invariant le triangle ABC alors f fixe A et O, donc 
f zidP ou f =5(до). 


2)а- AA 2 CC! - BC alors tip (А es A; ta (C ) C et t4, (C) = B dotet (A 'CC ) -ACB . 
Опа &(АВС)=А'СС' 15 zg (ABC )=t [  (ABC)] =, (A 'CC ')= АСВ donc г, 

isométrie qui laisse ABC globalement invariant. 

b) d'après 1) tep « laisse ABC globalement invariant, alors 15; c 





-°g estune 


=idP ou toj ° 8 = Sao — g = tie Ой 


(ло) 
g ise Sho) Sch А la perpendiculaire à (BC) en C, C le projeté orthogonal de О sur А 
= 5 3. 


Conclusion: Les isométries qui transforme ABC еп A'CC' sont: /; 


гс 749949): 8 754 "fue 22 


(40) 
ёё 9 
Exercice 8:501 р une isométrie qui laisse globalement invariant [AB] alors 
(g(A) =A et g(B) =B) ou (g(A) =B et g(B) =А).. Soit W ZA*B ; ona 
g(W) zg(A)*g(B) =А*В =W car l'isométrie conserve le milieu. 

es si g(A) =A et g(B) =B alors р est une isométrie qui fixe 
deux points distincts А et B donc р -idP. 

e Si g( A) =В et g(B) =А alors g + idP car A # B ; or g(W) =W donc р 


est symétrie orthogonale d'axe A 2med[AB], ou g = Ry NE En zën, А E B 

Conclusion: Les isométries qui laisse globalement invariant le segment [AB] sont 
i 

aP $ 5 (дв) ; Aw ет S, ой Д est la médiatrice de [AB]. 


2)а) f € F et f transforme [AB] en [CD] donc( f(A) =C et f(B) =D) ou ( f(A) =D et f(B) =C). 
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si f est une symétrie axiale alors son axe est la droite A= méd[O;O5] S4(O1) 2O; alors S4(C1) 2C» car C; et 
C; sont de méme rayon. 

si f est une symétrie glissante alors son axe A passe par I zO,*O;.Soit A une droite quelconque autre que 
A passant par 1 =01*0›, on pose А et B les projetés orthogonaux respectifs des points O; et О» sur A et 


u= AB ; onadonc и un vecteur directeur de Л’. 

ek, (О, ) alors О, = t; (0,)= t; 25, (0) > t; ^S, (5) - 5, 

Conclusion: Les isométries qui transforment C, en C? sont fas; : Ro. в)? S, a t; 9S4. 

Exercice 10:0 ZA*D =В*Е SCH. с B 


TOY (0*7 OY Gf OY «f OY D+ OY GF OY (F) är 
Or {f (4).7 (B)4f (С) IDMIDMIEI (F)) - (A B.C. D.E.F] 


E F 


6f (O)O + (OA +ОВ +ОС +0D «OE «OF) - 0 donc 6f (0)0 +0=0 signifie 6f (O)O = 0,(O) =0 
Si f une isométrie qui laisse globalement invariant (A, B,C ,D,E,F } alors ДО) =0 et f admet un point 
invariant, donc f ne peut étre qu'une rotation de centre O ou une symétrie axiale par rapport à une droite 
passant par O. 


b)Si f est une rotation tel que f (А)є (A, B,C,D,E,F son centre О et son angle de la forme x avec 


k € {0,1,2,3,4, S Si f est une symétrie par rapport à une droite A 
donc A c ((AD). (BE), (CF), méd [AB], méd [BC], тёа[ср]). 
Réciproquement: les 12 isométries 

R (0,0) - idP; R oi) R (02) R'(O75)9857R (o. 1); R o et les symétries par rapport 
à: (AD) ; (BE) ; (CF) ; méd[AB] ; méd[BC] ; méd[CD] C 
conservent globalement invariant l'ensemble . 
Exercice № 11: 


ABCD est un carré; (AB; АР) = = Sla] 


D 


1): f. & Sq, ien Опа enee ={С},4опс = К 


(С:2(С0:С8)) 


Опа; 2(CO:CB) = (СБ CByz]s Slez] On conclut: f = R 


МИ; 
ДЇМ 


ch А 


Don EI 


g = Soc) Sto) = {0} donc g =R 


(0:2(07:О0С)) 


Оп а: 2(0720C€) = (О8їОСурл]= ол 


On conclut: g = R 
‹ 


E 
is 
= 


129 
и Mathématiques D 4"* Math x 


Exercices sur le chapitre « Isométries du plan » Collection ` « Pilote » 


t; of (A) etg (C) В 


S жэ z DA | Ke e i 
Si КА) =C et f(B) =D оп: SC f ([Ав |)=[АВ | 


tyi T tg (D) ы 


Si (A) =D et (B) =C on a -of Bets (C) 2B 


ef ((A8])- [4B] ; t; sf EE. 


b-onats sf € E itg; f Cd Buet 7 Sw 3 Sa} avec A= med[AB]. 


Felt Sias)’ tane Sw CAE F lte itas Sua) ; tap Sy TETA 


(АВ) Il (O7), 1 le projeté orthogonale de A sur (IO) donc t,i; = Sor) °S ag) par suite 


zii 79 (01) 

Гав = 501) (ав) done (ug Syaa) = 801) SÉ (ав) Sias) = Buer A »med[AB] ; AL (AB)en W donc 
Sy 5048) Sa fi; 9Sy MAUI AE =S oij Sa or (OLL) Л en O donc Ru zÄ, Bo, 
Ba zf ze, Foto бш) 05 së, 


3) f. €G alors f ({А;В,р)) = [B, C, D] Notons A, B' et D' les images respectives de A. B et D par f ; 


l'image du segment [BD] est un segment [B'D'] tel que BD -B'D' et [B'D'] est un coté du triangle ВСР”, or 
le seul coté du triangle ВС” isométrique à [BD] est [BD] d'où f([BD]) 2[BD].Deux cas sont possible f(B) 
=B et f(D) =D ou f(B) =” et f(D) =B donc f((B, 0)) 2(B, DJOrf((A, B, D) ={B, C, D} et f bijective 
donc f(A) ne peut être ni А ni D donc f(A) =C. 

О est invariant par f car О =B*D donc f(O) zf(B)*f(D) =B*D. ; f(O) =0 


f fixe O et f #idP car f(A) =C + A donc f soit une rotation de centre О et d'angle (04,0C) 2 z 27] soit 
une symétrie orthogonale d'axe Ajzmed[AC]. f = So ou = S, = med[AC] op 

S5(A) 2C ` $,(B) 2 D ; S,(D)- B donc So convientS, (О) = O ; $, (A) = C; S, (B) #{B, D] car 
ABCD un rectangle non carré donc С = (5, }. 


4) Vérifier que l'ensemble des isométries qui laisse globalement invariant ABCD est: So ; S4 ; Sy avec A 
-méd[AB] et A Zméd[AD]. 

Exercice 9:1)С et C? deux cercles de même rayon, donc sont isométriques. Si f est une isométrie qui 
transforme C1 en C2 alors HO) 2O»., f est une isométrie donc f soit l'identité du plan, soit une translation, 


ou bien une rotation , ou une symétrie glissante. On a f z ій,саг f (O,) 2 O, #0,. 


si f est une translation alors f zt, опа f (O,) "lo (0,) =0, donc (C) est un cercle de centre Оз et 


0,0; 
de méme rayon que C; d'où ДС) 2C». 
si f est une rotation alors sont centre Q est un point de la droite А médiatrice du segment [O,O»] est son 


angle (00,90, ? 
soit Q un point quelconque de A:, опа А (9. (80,.30;))(0) =0, et comme C; et С; sont de méme 
rayon alors R (9. (20,.80;))- Gang 
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* h= Son ° Eupen Les droites (ОЈ) et (DC) sont parallèles, donc h est une translation; J est le projeté 
orthogonal de C sur (ОЛ); on conclut: Л ком = ios e 
* К = Sion ° So ° 5 (ору: Les droites (OA) et (OD) sont perpendiculaires еп О; on peut alors écrire: 
Bars (99:9 Bue, K & Sta) [долу Son] (ов) Stoa) олу) (осор) SIdPeidP => K -idP. 
2) fog =(5ыуе5 осу) = (Sio) °50р) Beet ° (Stoc)? Sioc)? Sion 9 ies * Sion Оп а: (CB) et (07) sont 


perpendiculaires en J, donc Scn) ° Ban est la symétrie centrale de centre J. il on résulte que fog = 5,. 


goh = ($55,555) (Si; oS) = Been °(5 en 5 ол) °5 сз =S oc) °S (осу 
On a: (OC)N(DC)={C} donc Soc, » $ 
BEI 


(DC) 


On a: (CD: CO) = (CD: CB] Siz] 


E: Bentz i 
Donc рол = 
Exercice № ER :а- (AB)//(IJ) ; I le projeté orthogonal de B sur (IJ) donc t= = Soy) Bian 


28i 
ub = Sun? Sua) XT Sap) = Bum ? Aan ° Sup 7 Sup 


b- f = STE sae 85 = ofa Siae) =; 9 S 


ona AB un vecteur directeur de (IJ) donc f est une symétrie glissante d'axe (IJ) et de vecteur AB. 


Exercice № 13 :1) Soit M, (x. yı) et М, (х, у,) deux points du plan d'images respectives 


M (x^. y) et муч) x 3 уа) у) ; TEE 
Mai? «(ss esci dM ail [6 al 380-90] - 

te Suo copo as Ав ven) 23 vani lanh onn rper Eos sog 
yo ced Sdt Кед) [бу d rd ET LM x)(», 23 Е. у) Mri x) 


MM; z(x,—x ji zim, =) = ММ => М.М; = M,M,, fest une application du plan qui conserve les 
distances donc f est une isométrie du plan. 

SCH у+1=х 
2) M(z) est invariant parf & /(М)=М = М'=М ©х'=хе! y'sy e? 8 


1 
—х+——у+2—\у3=у 
Ee EE 


(МЗ-2)х-у=-2 
Y x*(V3-2)y2 243-4 S 


point invariant par f. 


у= (43 -2)х+2 
х+(43-2) у=243-4 


e nao .Donc le point 1(0;2) est l'unique 
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3) f admet un unique point invariant 1(0;2) , donc f est une rotation de centre I et d'angle non nul. 
Jesi 


= (10.10) = us| =E м = (10,107) cl hl = (10,107) SE ‚ Enfin f est une 





4) I est d'affixe 2i. Опа о(0) = o'(1« (2 ei А EE 


SS 
—-7 
E 


rotation de centre 1(0;2) et d'angle г 





Exercice № 14 :Si M, (z) et М, (2) ; /(М,)=М'|(т'\) е f(Mi)*M',(z) ; Опа 
(ës pu 


— i 
NEP! 
qui conserve les distances donc f est une isométrie. 


MM; Jk 








5-4 


= 12, e zl =M,M, d'oü f est une application 














: i „УЗ | K ; i Р А 
M(z) est invariant par f. e eese бү = SUE 
РТР E 1 8 pmi | B Ba 
ys Ne 3 ke КА ^ uan S 3*7 AT - 0. Donc l'ensemble des points fixes 
2 2 2 2 2^ 2 
par f est la droite маду, 





Exercice № 15 :1) Soit М, (ҳу, nl et. М, (x; у,) deux points du plan d'images respectives 
Hiel ем, (х,у). Ona x -x =(1-у,)-(1-у,)=у-у„; 


. , ONE ] «2 . ‚ 2 2 
Y2-Y17(27x;)- (2-4) 24 -x2 ; MM, SÉ г | +(у, -x) z(n-») *(x-x); 

MiM; (x, -x, У +(.- у) = М.М, f est ипе transformation qui conserve les distances , donc f est 
une isométrie du plan. 


2) M(z) est invariant par f & f (M) = M = М'= М х= x et у'=у et: ce 


d SE Se xtyzl 
2-x2y 


х+у=2 

qui est impossible. Donc f ne posséde aucun point invariant. 

3) f est une isométrie qui n'admet aucun point invariant donc f est soit une translation de vecteur non nul 

soit une symétrie glissante. Or pour tout М (х,у) d'image М'(х',у') par f, Опа 

uno ew 
dme. 2-х -y 

pas une translation et par suite f est une symétrie glissante. 

Exercice 16 :1)а- soit C le cercle circonscrit au triangle ABC.C' =f(C) est le cercle circonscrit au tringle 

ACD ; C'est de centre O' 2/(O).Or О est le centre du cercle circonscrit au triangle ACD donc O' =0 , 

ДО)=О ‚ ABC est rectangle en B donc ДАВС) est un triangle rectangle en f(B), car l'isométrie conserve 


| donc les coordonnées de MM' ne sont pas constantes et par suite f n'est 
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SOLUTION DES EXERCICES RELATIFS AU CHAPITRE 
3k 3k kc o eo je e e he e e e dee o CU 


А z А d'angle 
Exercice 1: 1)vrai;festun déplacement d'angle r1 et g est un déplacement d'ang 
Za Eus : 
2 , uu iet ор estune translation. 
Gi Donc f o g est un déplacement d angle aes 0 d'oà foge 


. л ‚л K А 
l-i Ae etl =|=1 3) утаі, (théorème ) 


T 


étrie gli 'айтеї pas aucun point fixe. 
4) Faux: u vecteur directeur de A donc t; » $, est symétrie glissante n'ad p p 


2) Vrai car 








5) faux contre exemple on considére un carré ABCD de centre O et I-A*B 

t— o Sorn = Sup? Sion ° Bon = Sup ANS | 
6) viai : fog" (B)= f(A) = В f déplacement et g antidéplacement donc f » g^' antidéplacement qui 
fixe В: par suite fog est une symétrie orthogonale . / 

7) V rai soit a Mäi M (Z') telqueZ'— Z avec (O,u,v) est un repère orthonormé.et 


(о) 
(= Н Se o o SE = d[OA 
t: M(z) OM (z iz ez ife base ; £55,954, Zen 7 S avec A-me [0A] 
8) Vrai | tt? s 
; ; ; ; 7)b; с; 
Exercice 2: 1)b); 2)с); 3) 9; 4а); 5a; 69; 7) * 
Exercice 3 : f est un déplacement d'angle 





(IB, IC) + (Ci, CB) + (BC, ВІ) = (IB, IC) + (1C, BC) + (BC, BD[2n] 
= (IB, BC) + (BC, BD [2n] = (B, BD [21] = n|27] 


Comme m + o[z]f est une rotation d'angle z 


donc f est une symétrie centrale 


= (1 
а и ie jov R = Buerg Su = Suc; Sa 
2(J, IC) = (B, 1C] 


-on 
(ис)е(сг) - {с }er 2(cr.c7) e (СТ.СВ 2x] donc 
R, =S e) Sue) Say fuer P RR = S4, ° Ben Bez 7 4, ° Sa 


c- f(J) SR, s R; e RU) = В, °5, °S (7) = К,(1) car Je А, ПА; 


(вв) =48) ` jen В. = Быр a Bun S E së, TU San SCH (7) =S= 18 
2(BJ Bl) = (ВС,ВГ)|2 
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Exercices sur le chapitre « Isométries du plan » Collection : « Pilote » 


l'orthogonalité. Puisque ДАВС) =АС” et ACD rectangle en D, donc f(B) =D. 
b- ДО) =0 — f est une isométrie fixe О, donc f soit l'identité du plan, soit une symétrie orthogonale d'axe 
passe раг О, ou une rotation de centre О. comme /(В) =Р В donc f *idP.fzS(cou f «R 


Jitz = S Sas» 81 tg Ban = Son Sanes 
ton. ЗБ 


Ei = tiz ° Sian) = tapane ° Sua = tie? Us ° Siam = 15е ° Sion: et comme DC est un vecteur directeur de (OD) 
alors g» est une symétrie glissante. 
Exercice 17 : 


1)а) 
e(B)- f [t (B)] -f(A) »1ete(K) 2 r[t. (K)]- t(I)- K 


(Que) = So ? 


(аву = Skon 


g est une isométrie 
e(K)=K 
bien une symétrie orthogonale d'axe passant par К. 


Icas : р=т a g(B)=1>0= KB, KI |[2n] = Al, AB |[2x] s [2л вет. 
EE аы. (К.а) 3 " 


\ 4) 


|= g est une rotation de centre K ou 








2*"*cas :g =S): 8(В) =1= (Kx) 2 méd[BI] -(AK) = g= Sax) Conclusion : g = К, d oug =$ к) 
үш 
c) g = fot. © f = got. d'où f 7Sjotzs OU f =г, spa 
K.— 
VI 3 


2)а)А =(Кх) tel que(KB, Kx) 


b) К в), к) = 5(кн)05ьк}05ь,)05,воу = 5,1056) d'autre part : 


= 2121] = А =(КН). д'= (By) tel que (BK, By) ec [n] sAm (BO). 


(КН) 1 (АВ), (BO) 1 (KI)et(KI)/(AB)= (KH)//(BO) 

doncR, sf", : est une translation. En plus B se projette orthogonalement en H sur (HK) 
P MER fem 

doncR, „оК, 
к) ати 


3) а) f, (B) =5,((В))=$,,(1) car Bi =K - AB f; (B) - B. 

fa (B) = Sax (tz; (B)) = Sax (D) C car(AK) = тва[0с] f, (B) C. f, (А) =1 

b) Vérifier que f, et 155055, deux isométries coincident sur 3 points non alignes A ,B et B’. 

43 e(A)-f;'((A)) 7 (=A, e(1) t; (f())9 t; (K) Tet o(B) -tz' (f (B)) - f; (B) 
9 est une isométrie Фф * Id, car Q(B) # B eto fixe deux points distincts A et 1 ф= Su) 


b) f (M) =f, (M) & f;'(f(M)) M eS, (M)=M ez Me(AI)d'oà l'ensemble cherché est la droite 
(AD. 


D. 
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idé ion : « Pilote » 
Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collectio 


2)a) Qlecentre de f . on a f est une symétrie centrale donc 
f=Sa; or f(J) = J, donc Q- J,* J 
b- On a $,,(J) = J, donc © = J * J, € UB) donc (IB) est tangente 


N' E 


enQ au cercle inscrit au triangle ABC. 
Exercice 4:1) AB -CDet CD #0 donc il existe un unique 
déplacement qui transforme A en C et B en D, 


donc (АВ;СРБ)= z[2z| ‚ л € 2kz donc f est une rotation d'angle л ; fest une symétrie centrale 


de centre О=А*С. 


(РЕ) (ВЕ) = {Е} 


2) ae fi =S os Sae ов ED) -— [an] 


donc f, = Rip 


3 ) 


T PEN 
S ' л 6 td'angle — d'où 
B,R " déplacement d'angle F et Bag déplacement d ang 6 


(&: (С: 


n - R 
b- ADR, ss 


TARN 
н = i d'angle— soit le centre de 
f, est un déplacement d'angle Ж ТЕ SS + 2Кл donc f, est ипе rotation г g 2 


CD-CB 


uet pc a: ; t T ntre C 
e [бей] br [йя donc @= C Par suite f, rotation d'angle S et de ce 
«D = cB 


'angle 22. 
e Ar Set fof AS fD)- B ; f," déplacementd'ange z et f, 


(0:2) : (0:7 

i zi = S zi— 

déplacement d'angle Z donc f. E est une translation . Comme. f, » f, (A) = Balors f,» f, m 
2 2 


і tpar f,(D)- A et perpendiculaire à 
3) а-М=5(В); bs pU fF.(MD) est une droite passant раг LOD) 


(MD) donc f,(MD)- ^ ; ААВ) = (BC) 
Me (Мр) (АВ) = f,(M)e (Мр), (АВ) = f. (M)e АП(ВС) >M, € AN(BC) = f,(M) = M 


TB =M. é me 
b) е A'M) = АМ) = М, signifie г. (М) = M, = AB = M,M , = АВМ,М, est un parallélogram 


4 vecAi- m d[AM Se n étri h nale. 
= = estune symétrie ort оро 
) Et ` Boa 7 Sa, * Bou од) = Эл, avec Di edl 1] 8 A E 


Exercice 5: 1) а) M (z) ; Match Аб ; BG) ; МО) 
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Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collection : « Pilote » 


TM. 
камата ана ut tru don 2 = 38 1, ИТИ. OT 
" 2 d 2 


ett 
2 


Kabinn cine a De pce Teri ie d'oü EE SE 
3 4 2. 2 








2 оне zi =] 2-і 2—1 
а) 2 (2 alors d SC va can (£57 12: e Du. вм; ki Sub 
b) E-(M € P tel que: (AM, )//(BM;)) & M € E & (АМ AU EBM ) 


€» (AM; ; BM;) Hl Sale? (AM;BM)e [x] eM e Gul A B), alors £- G5) /(4:8). 


JM 203 Ep ESTRENO 
)M, tM) z-z =i ie Ee 


__Суз+х2 


ONR  20ztdäi * (iy 
QeDOen T 


$8 
exten uie: 
(eadem le DW 





-]*i 
3) M =R: ,(M)&M-R ‚ М,= = 
жү eene mU) | 


A oR x ‚М,=фФ М = ° = = ' s 
OI (я) louer o faa) Le? i oae Dech ) avec M Ar o 


"a 


donc M' à pour affixe z'— ie: = ' $ 
z-e*(z—-1)-1M ASI ) a pour affixe z'—- e? (2'—/) +1 


= арны = aca меана +] 
ЗЕ 


und 
` 5 1 d'où M, = Ф(М,) avec ø une rotation d'angle $ et de centre Q(z,) avec 
BS 


сощ b LE id Se (1 x 
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c) (BC) A (BE (АР) on а O-B*D -E*G donc 


BGDE est un parallélogramme ; donc (GD)// (BE) et 
comme (BE) 1 (AD) alors (GD) 1 (AD) (1) 


ВС = DA 
DG = DA 


On a: BC-AD donc DG-AD (2); (1) et(2) donne ADG rectangle isocéle en A . Base? = А; 


len BC = DG 


O=E*G =А*С donc AGCE est un parallélogramme (ЕС = АС f(A) = Ret (A)7 К(С)= А. 


d) f rotation d'angle x etf(A) =A, donc TR, 
f(E)-F donc AEF est un vods rectangle et isoceéle en A. 


2)a- ABCD un parallélogramme AB*AD-AC.Z,-Z,*Zy-Z,9Zo.-2,€9 Zg t Zp7Zc. 


b- R=R n i В:М(2) ME lee a A E A AAAA 
(003 


c- RT t :К:М(2) э М '(2')1е1дие:2'= =е? Fz- Z,)*Z, -i(Z-Z gt Zs- 
( 


К x (C7 Ree -uz.-Z в)+ Z4; or d'après 2) a) on a: Ze= Zs +20 donc Ze - Zg = 2 








ECTS 
d- R ole Е donc Z; = -i(Zc - Zp) * Zp i Z,--iZy'* Zy z-i(Z,tiZ5)7-iZ 
( Bras 
Z Zs E 5 s : 
A fa 2,70; Z, А ——ieilR done (AF) L (AB) E = -i|=1= AF = AE donc le triangle 
à Ех 








AEF est isocèle et emet en A. 
Exercice 8. 1) Soit M un point invariant par jp : 
f M)=M eZ -e^Z4310-e^) ә, 201-е'“) = 30-е“) 
7 Q)- 
RRE ro о, 
sin(&) = 
0 = 3x0 donc tous les points du plan sont invariant раг f, dans ce cas f-id. 


; donc a = 027] 


ix 


Si e" +1 c'est-à-dire 2 + 027]; Z= 
point A(3). 

2) а) pour que f, soit une translation il suffit que e^ =1 @=0[2л]; Z'=Z donc }„= 
b) pour que f, est ипе rotation il suffit que ei" #1. c'esta dire a #0[2л] 
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HU 


Exercice 6: 1)R: M(Z) > M'(Z') tel que Z- e *(Z-Z)*Z, =e “Z 


2)M € P; F L JM e Mes pr AM e AM 
Wa 


үз 
а- = =—=(7- к 
Sa 24); Zei ii MU) MI tel que Z--lz 
b- f he R: M(Z) 5 M'(Z') tel que Ss Kehtz, 
dä 


ey MM) (MM). 
аў (AM `) 


2, “= {ах 





donc MM'et AM' sontorthogonaux et par suite AMM' est un triangle rectangle en Mi. 


3)а- M, = fN Je? Ate re 
* " DË dë Z. 
2 
1 ое 
Ce, gp 
1 8 


1 
2„=—=её RÉI x 
J2 n-l 0 


En multipliant membre à membre ces égalités puis en simplifiant on obtient 


1 m n 1 п cu 
Za Em 4 7 = 2 и: 
| de | Ee? 
M, e[AB]/fAY e аге(72 у= Ly ws zm 
D V(4] 0(2,) 1191 arg sd m ari 
T mL Жел AE 
е-п—+—=— -n-s 
UE 411% Телец] 
en conclusion: M, € (A: у= х) VA) équivautà n = 1+4К avec К dans IN 
ncm Aen =m 
Exercice 7; 1)a-R rotation d'angle emus ocn est une rotation d'angle EM 


b-)f (E) = К et (E) - R(C)- Rs C)=F. 
=) 
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3) montrons par récurrence que В, = ы 1 ) pour tout ne /N *. Pour n= lona: 
B, = f, (В) fs Lë (Во ) (donnée) vraie e le -1.Supposons que В, = JT Mée o) pour tout n de IN* 
~ loi Bet o) pour tout n de IN*. On a В = a 


récurrence B, si Ze? donc В, aa alfa gk 1 (Bo y) ; ог f, est une rotation d'angle с pour tout 
Dee? 


et montrons que B. (B, ); d'aprés l'hypothése de 


а *0[z]; f, estun déplacement d'angle —— di ila est un déplacement d'angle dr ->) donc 


«i i 


bai 2 


: 1 | 1 1 | 1 
EE —+-—'|= 1- + 012 
2 | phia ga ) ona | [ z] 


Ў, к ° dn д; est un déplacement d' angle Ze d Zori- 
(B,) pour tout n de IN*. 


s " 4) 
Conclusion: В, = f ( jd: yen) pour tout n de IN*. 





Bot dh s$ Sif i dota 


1 
Кз [Чо 


кису 


in ib 
DZ sie T"Z,*X0-e Р 


Sek =бсозл(1——)+6їїп паа соза 30 -isinn- | 
X wën JA. e088(1— 52 | 1 
2 2 ; ітл(- 25) =я carlim;. =0; 


HA 


пэ +9 


Y, = біп at client 


їсозл(1—-—;) =созл = –1 


ne 


limsin at -sinzz-z0 


lin X, =-6+3+3=0 ; 


Exercice 9: а- D'- S,(B) et (AD) 1 (AB) ;alors G 
(AD) zmed[BD'] donc DD -DB.ABCD est un rectangle 
de centre O 


alors: DB =АС et comme ОА = Ас et OB = 5 BD alors ОА =ОВ. 


lim Y, =0 


n 





(AB; AO) = (AB; АС)[2л]= ря] donc ОАВ est un triangle équilatéral direct donc ВО=ВА; 


alors 2BO -2BA -BD'. Or on a: DD'-DB et DB -2BO donc DD' -BD' donc D'e med|BD]; de plus 
Oe med|BD] car О =B*D donc (D'O) zmed[BD]. 
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Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collection : « Pilote » 


b- (AD;OD') s (AD;DB)- (DB;OD NEIE =— GE = Ana]. 


2)a)i) r est une rotation d'angle (АВ;0р)=(АВ;ВО)[2л] = л+(ВА;ВО)[2л]= e Zeck pa] 


ii) (OD') et (AD) sont sécantes alors f est une rotation d'angle 2(AD;OD) z A pa. 
c- ro f(D)=r° Siop) ® $45 (D) 2 rs Ben (lz (В) = D car (D'O) -med[BD] г un déplacement d'angle 


2л Ў ' 
Sei et f un déplacement d'angle E ; donc ro f estun déplacement d'angle MEI =0[2л]. 


ro f est une translation, de plus ro f(D) D; donc ro f =idP. ro f 2 idP équivauta г=[`! 
d- г est une rotation de centre I et r(A) =0, donc IA =10; 7€ med|OA] 

г= Г! est une rotation de centre I; or f et f" ont le méme centre donc f = Stopy. $ ару de centre I c'est- 
à-dire Тє (OD')N (AD). Conclusion: Гє (AD) (OD')(1med|0A]. 
3)a- ў = 8; Stao alors f^! zs Bang ору ; r(D) S f^ Us Su, о 500000) = Sian (B) = D'. 
b- АВ = CD d'où г(А)г(В)= r(C)r(D). Оор = D'C'; ODC'D' est un parallélogramme (100°) EG 
4) a) (B) = Son ° r(B) = Siop, (D) = В., Stop est un antidéplacement et г un déplacement, alors gest 
un antidéplacement; de plus g fixe le point B donc g est une symétrie 
orthogonale. 2(/) = Sion) ° TCU) = $001) = 1., 8 = 8, 
b- G =р(С); С =5(в1}(С). 


(BI) 


ons Сане, 
c- g(C) =G; Sion) ° r(G) = Sip, (C'). welt! |atosbr« aec. 


(C'D').L(OD') 
. (BO) L (D'O) car (D'O)  med[BD] 
Ср) L (D'O) car (D'O) = med|GC" 
(BO)/KGD') 
р'С = ОВ 
De plus (р'0) 1 (ВО) d'oà BOD'G est un rectangle. 


Ехегсісе10: 1) dr 27 Ze un déplacement d'angle * 


jov (BO)/KGD"'). 


Par suite on a: | alors BOD'G est ип parallélogramme. 


t; estun déplacement d'angle 0; d'où f est un déplacement d'angle $e + 2kz donc festune 
я d л 
rotation d'angle Sr f(B)2C 


AB — AC car ABC équilateral 


` (a8, Ac)» 2л 


donc f = m d avec A est le centre de f d'aprés l'unicité du centre. 
Së 
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h soit une symétrie orthogonale soit une symétrie glissante ; supposons que h est une symétrie 
orthogonale d'axe ^ on a: $4(В)=С donc A 1 (BC) ; Sa(C)=A donc A L (AC) donc (BC)est parallèle à 
(AC), or ceci est impossible car (АС)П(ВС)= [C] par suite h est une symétrie glissante. 

c) hz t: 0$, = S, er avec и un vecteur directeur non nul de A.h(C)-A donc] =А*С є A; h(B) =C donc 
I-B*C d'où A-(I) ho h= t: o S, 9 S, °f; 


=t- от. =t- ; hoh(B)=C donc t- (B)=C 


=- — - 1— 
2u = BC donc i-e | "Le чш) = Zut "le 


5)а)5„(В)=О; Suc (A) 2 C; Suc (C) = A. On a: ABC un triangle équilatéral direct et comme la 


symétrie orthogonale conserve les distances et change les mesures des angles orientés en leurs 


opposés alors СОА est un triangle équilatéral indirect. 


QA- QC HB 
Donc4(— — zx et d'après l'unicité du centre de rotation Q est le centre der; r= d z) 
(oA ос)=^рл] 3 
AB-CE 
r(A)-B = 
2 d АС,СЕ)= (АС, AB |+(АВ,СЕ ја 2+ [2л]=0[2л] 
r(B)-E (AB.CE)e 2л] CE)= (1C, a8) (cr 


Donc AC et СЕ sont colinéaires de тёте sens. Et comme АС=АВ=СЕ alors С=А*Е 


(AN cM =Z p] 


AN = CM 


(С, СМ )=(CN', AN )+ (AN. См |2л]= (АС, AB) (AN. CM cm jez) = +^[рл]= o[2z] 


Donc CN et СМ deux vecteurs colinéaires de méme sens et comme CM = AN et AN = CN' donc 


b) soit r(N) =M ; on a: r(A) =C donc 


QN = QN' 


CN'-CM alors r(N)zN' et comme r(Q) = € on a donc: (бу ax рл] donc QNN' est équilatéral. 


2eme méthode: AN AB donc п) = аа) 


CM ACE et comme CN -ATE ona: CN'= CM par suite № =M donc r(N) zN' 
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Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » 


2)a) (В) = 8,» 


Collection : « Pilote » 


К, „(B)=S,(B)=C 
(21) s 


b) S, déplacement d'angle x et Rp. г est un déplacement d'angle s donc g est un déplacement 


4л 
d angle 5 ibn d + 207, Sı déplacement d'angle л, g est une rotation d'angle m- 


Z fon] 


с) g(G)=G et g(B)=C donc (GB, GC) = Se or ABC et un triangle équilatéral donc 


—— T — — — ` — 
(AB, AC) =-[2л] et ona ZS = л donc(AB, AC) = (СВ,СС)|л| , et on a: A; B et C trois points 


non alignés donc A; B; G et C appartiennent à un même cercle C. comme А; B et C sont trois points du 
cercle circonscrit au triangle ABC donc А; В; С et C appartiennent au cercle circonscrit au triangle 
ABC. СВ=СС donc Ge med|BC] donc Ge (AD) 


Conclusion: Ge (АР) or (AD) et C se coupent en deux points A et oi. Comme (AB, AC) = SE 


d'où A n'est pas le centre, par suite G = w. 


3)a) g est un déplacement d'angle =" ,glestun déplacement d'angle E et on а un déplacement 


' m Е ' E А 
d'angle s donc f og` déplacement d'angle T =л + 2кл donc f о g` est une rotation d'angle 


zalors f о 5 estune symétrie centrale, comme f o ps /(В) = C alors fog = S, 
b) f «g (Mj)* М) = M, donc Sc (M.,) = M, donc (M1M2) passe par un point fixe C lorsque M 


décrit le plan Р\{С}. 


c) MiMz-AD équivaut à 2CMi-AD (car Mi*M2-C) © Me de Aan! 


ө М= М) (С); g4D- ((B;— ZAD) car f(B)=C donc f^'(C)- BM décrit Z(B, ZAD) 


4) h(B) 5° SEN = Biet Bien ҖС)= 5,4) dE Or (074 
з Б 


R 


(ez 
3 


| déplacement et 5; „,) antidéplacement donc h est un antidéplacement. 
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g(A) s f «S5 (A) = f(A) = C 
a- 
8(D)- f° Sao (D) = f(D)- B 


;fantidéplacements 


Sam antidéplacement D J 


donc g est un déplacement. Or So(A)-C et So(D)-B donc g et So sont 
deux 


déplacements coincident sur deux points distincts A et D donc g-So. 
bes f $, or $ = fS, €» So ° Sap) 07: 
(1J) L (EF) et (11)Г\(ЕЕ )={0}done So = 5 ку Su; Or (1)//(AD) et 1 le projeté orthogonal de А sur 


D 


(IJ) donc Bun ° Sian 71,5 7t 


C 


f = 5028) Sjan) = Sue; ° tag ОГ AB estun vecteur directeur de (EF) 


I 
iai Ј 
donc f est une symétrie glissante d'axe (EF) et de vecteur AB 
Exercice 12: 1)fune isométrie tel que : f(A) =B ; fü) zK et f) z]. A K B 
a- on pose f(C) =С',] =А*С donc f(J) «f(A)*f(C) [car l'isométrie conserve 
les milieux]; ; Е 


K -B*C'; S«(B) =С', donc C' =A. 
b- 1er méthode: (JÁ; JÍ) = Slez] car dans le triangle ABC J =A*C ; 
e E 
I =В*С, donc (IJ)//(AB)Et comme (AB ) L (JA) alors (JA) 1 (1/).(КВ;,КТу= 51211, 
f une isométrie qui conserve les mesures des angles orientés; alors Test un déplacement. 
f est d'angle (AJ;BK) = (АЈ;ВА)[ 2x ] € (Al; АВ) +(АВ;ВА)[2л])= Zelle 7 [21]. 
= 2 Орт] donc f est une rotation. Or IA =1В et (JÅ; IB) = Sz] Саг ABC isocèle en A et I =B*C donc f 


est de centre I. 


rud ENG па ie sis? 
We 5 5 


r , etf deux isométries coincident sur 3 points non alignés A, J et I donc f = La 
и) 9 
3eme méthode: ДІ) =let f #14 car ДА) =B +A, donc f soit ипе symétrie orthogonale d'axe A passant 


par I, soit une rotation de centre I. 
si fest une symétrie orthogonale d'axe A, alors A med[AB] -med[JK], ce ci est impossible car (AB) et 
(ЈК) sont sécantes en К, donc f n'est pas une symétrie orthogonale d'où f est une rotation de centre I et 


d'angle (1А; IB) = lal. 
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Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collection : « Pilote » 
2)а- E :Sk(I); h(A) =B; h(C) =A et h(I) -E.(AC; АТ) = —" [рл] car [AC) est bissectrice i ВО'= BO 
` ` Б = — t g H H 
Р [ ] [AC) est bissectrice interne de 2)a- ns 2 alors ВО'= CO +0 donc il existe un unique 


"AD. AP DADE = "DA. ру = m ГА 1 á 
(AB; AC). (BA;BE)=-(BA; Bibel 2л] car le symétrie orthogonale change les mesures des déplacement f tel que f(B)-C et HO) =0. 


angles orientés en leurs opposés. h une isométrie qui change les mesures des angles orientés en leurs b festd'ungle во, ch бсо] Ze bock сссб}әл] 
opposée donc h est un antidéplacement. h(I) =Е. iom +л|2 ] Z [2 ] 
3 3 


b dens i j A 
d t; estun déplacement et Suen un antidéplacement donc t3 o Sx) un antidéplacement,, 
m Sun (A) tU) = В; La" S) 0) 5 t; (A) = Е, допсг_ oS x eth sont deux antidéplacements Л m SC 
coincident sur deux points distincts A et I, d'où h=1— o I 3 Ka 0[2л] donc f est une rotation d'angle pi et comme Gë ac) m рл] alors f est de centre A; 
n DEE m | Te" 
д méthode: h est un antidéplacement; donc h soit une symétrie orthogonale, soit une symétrie =R | 
glissante; Supposons que h soit une symétrie orthogonale: On a h(C) =А alors h(A) =С, or h(A) Bast p 


donc h n'est pas une symétrie orthogonale, par suite h est une symétrie glissante. bat e$, =S, ot 
d A ЗАТ d: 


З)а- Sai Sjan) -R(AXABAD)-R Az |-F (АГ) (АВ) - (A 
3 








(forme réduite de h)hoh =r -; heh(C)- B ; uc lCB- IB, 9 7B donc A*B- Ke A ^ - (KI); 
i 2 'W(C)=AdoncC*A=Jea |] : гә А л А 
т кул, E b-g- tz; ^f festun déplacement d'angle т ettz déplacement d'angle 0; donc g est un déplacement 
-м.. "9 е ' л A 
3)h(M) =М2; f(M) =М: alors ho f'(M,)=h(M)=M,, f^ déplacement et h antidéplacement, d angie n O[27r], par suite g est une rotation. Comme g(B) = 125 ° (В) = B alors g = к(В;2) 
alors ho CT est ип antidéplacement.Ao f^! (B) = =B; hof '(A)= : 1 \ 
donc $,,M,) = М ГВ) M) e Brio f GAY e Cy ec riche f ae Sq, 4Ја- ФВ) = et ((0') = O; on a med[BC] + med[00'], donc ø est ип antidéplacement qui n'est pas 
2 Ува) 1) 7 43 une symétrie orthogonale d'oü c'est une symétrie glissante d'axe A. 
j юл Гү B) - C et Q(O) = O' alors: В*С=1є Aet O*O' =] e A; al = i : IB = 
Donnen. oao р ыыт, шш o e ] € A; alors A =(1). D'autre part: IB =1К alors 
ке ии | toj Ju [27:].Donc f, к(0;5) 1€ med|BK Jet ]B -JK alors J є теа[ВК | donc A zmed[BK]. 
et jeté = T К? 
: e Jle proje igo) xm de B sur (OJ)donc f, = So) San) 71. = b- 9-1. °$,; (В) = C alors t- o $,(B) 2 Ci t-(K)=C donc u- КС. 
Ја) 1=A*B = e(1)- £(A)*e(B) signifie 1 B*g(B) donc g(B)-C 5)а- (BK) est perpendiculaire à (IJ) en Q; 
b) gotz (J) e e)» 4; gor. (0) - к(А)=В alors: 5i jose АД) 
gantidéplacement eti déplacement donc g ог. est un antidéplacement b һ= Sa, tz 
g 21 fixe J donc g ot— est une symétri T 5Sa Si Su 99 7 Sup °бу Su tge" E 
& Läd ymétrie orthogonale et comme g et (0) = B donc got- =S) car SS Les = aen ° Sue 
(IJ) =теа[0В]. E | h= Sip, ° S, ° Bue, = Bue? or (JE »med[AK] =D; par suite h-Sp. 
C g?tz = Su donc g= Su) ог... ; or AO estun vecteur directeur de (IJ) donc g est une symétrie 6) Ф(М)= M, et f(:M)- M, : g» f (M) (M) - M, 
glissante d axe (IJ) f * déplacement et o antidéplacement donc фо f"! est 
etde vecteur AO. = i 
dá Фе (С) = Ф(В)= С 
E 1 un antidéplacement. ge fl = 5 x - 
3) AI = АВ саг І=А*В; ВЈ = 986€ car J-B*C et АВ=ВС donc AI- BJ #0 il existe un unique 9»f^(0)-q(0)-20 n ec: Seo(M)- M; 
déplacement et un unique antidéplacement transforment A en B et I en J AB- "s ir Sao(B)=D ; Sao(A)-A; 5асу(С)=С 
Exercice 14: 1) S „p, (O) = O' alors OA=0'A et OB=0'B, d'autre part OA-OB car ABC est équilatéral de ? : ral M E is F la, ier eri 
centre О donc ОА=0'А=0В=0'В; par suite AOBO' est un losange Ј=А*В d " 
' ; d Je опс ] е$ї1 équilaté e 
AOBO'(AO)//(BO') et (40) 1 (ВС) donc (BO) LBC). ` ` B x SEET et tee ennt дин 
, 3 g^ 
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È Ра DI - RER 1 . = t Е А) = "(Gys A 
b- r(B)-B' et r(A) =С donc (АВ;СВ')= aL]: AB -CB* И 1 is И bei e donc: f ғ est un antidéplacement fixe deux points A et B d'où 
уН) WE 


(СА:СВ') = (CA; AB) + (АВ;СВ)[2л] = (AC; AB) + m + (AB;CB' 2л] 
f'orzSug. f еМ) = М & 5,4(М)= M € Ме (АВ); donc l'ensemble des points M du plan tel 


que f(M) =г(М) est la droite (AB). 


5 d ) déplacement d'angle с et ne. déplacement d'angle z ; alors g est un déplacement 


-n n 
Pu + [2x] =л[2л] 


СА et СВ' deux vecteurs colinéaire de sens contraire et 
comme AB zCB' et AC AB on a donc AC = СВ' alors C =А*В' 
C)l'antidéplacement conserve les distances et change les 
mesures des angles orientés en leurs opposées. K € [AB] alors 





d'angle л = Lm л + 0[2z:]; donc р est une rotation d'angle 7; par suite g est une symétrie 


centrale. 
" EET mp m Ш 
г(К)є r(AB])- [С8'.0п pose r(K) =K" et r(A) =C; alors (КА; K"C) = [27] et KA =К"С. Or on a: КА g(Dyer a, er. , (D)=r з, (D) В doncO -B*D est le centre de g; g =5о. 
UT DP ( zl 
TEE EES | 6)а) (N) e r э or, (№) = з, (№) = № done 50(№) = М, e О= N,*N, 
CS 3 з 


Ропс(к'А;К"С) =(К'А;КА)+(КА;К"С) = Zell =0[2л]. К'С er К"С sontcolinéaires de même sens;or KANN -20Ni; NiN-AC équivaut aoN, - lac. 
2 


K'C -KA -K"C d'où К'С= KIC: par suite К'=К" Nei 


,"orNzr ,(N);Nidécit б , —doncNdécritr , (6). 
(0:7AC) (0:7) (0:7AC) (e) 
DK DE : : 


Ouencorer(K) =K' et par suite 4 — — т ; DKK ' est équilatéral. SCH Kee LE ee (iac) 
(DK; DEI = pz] 3 ? e and 
3 7) Ф(В) = Beet ° Sian? Sice) 9 Sep (B) = Sece) 9 Bian ° Sce (B Ben о Stasi (B) car СВВ' est isocèle en C; 
2)a) on a C-A*B donc CA -CB' et comme CA =АВ car ABC est équilatéral, donc AB =СВ' (CE) med[BB'] donc $се)( B')-B. 
AB = CB'& 0; donc il existe un seul antidéplacement f qui transforme А en C et B en B. ф estle composé de nombre pair (4) des symétries orthogonales donc o est un déplacement. 


b) f(A) =C et f(B) -B' ona теа|АС]= med|BB'] car (АС)Г\(ВВ') ={В'}; d'où f n'est pas ипе symétrie BC sl E y ros төте SUELE TS E S. 
orthogonale donc f est une symétrie glissante. Опа (СЕ)Г\(СВ')= (C) 2(CB';CE) = (CB; CB)2z]s (CB'5 CA) (CA;CB)z]s z + z Prlz Bal; 
3)Оп a ABD un triangle isocèle en A de sens direct, donc le triangle f(A)f(B)f(D) qui est CB'D' est un М : 7 99 Tr a 

triangle isocèle en f(A) =C de sens indirect avec D' -f(D).On a CB'B est un triangle isocèle de sens Peer овер = Iech „ Dans le triangle АВВ' on a: C =А*В et E =В*В' donc (CE)//(AB). 

direct donc D' =B c'est-à-dire f(D) =B. On a f s'écrit d'une manière unique sous la forme 


: ? i -27 
f 91:98, = 5, ot. avec u un vecteur directeur de A; f o f =t; ; Sice) ° Sian est une translation, Sice) ° Bes est un déplacement d'angle с 


/°}ў(Ю)у= f(B)- B5 1„-(О)=В'= 2u- DB eu =508 .£(A)7C donc Sice) ° Sian) est un déplacement d'angle 0; donc ø= 5, ° Sean) ° Bee ° 5 (сву est un déplacement 
2 ; -2z ' ! 
f(A)8C 2A*C 2O€ A, (В)=В'= В *В'=Еє А= А=(ОЕ).; d'angle EACUS avec ke Z. Etcomme Q(B") = B' donc ger ue: 
ác. 
f eus ? Buer = Sog; Waad Exercice 16: 1) a- pt ° Sao "Also ° Sue (A) e (A) = D 
d) I =К*К', ADG,DKK' et DBB' sont 3 triangles équilatéraux et W(D)- tg Bac (D)- tg (B) - C. D'où w(A) 2 D et y(D)-C. 
К, 4(A)20 E :) (K)=1etR, „(B)=E or AKetB sontalignés donc 0, et E sont alignés. b- 1— est un déplacement ; Sac, est un antidéplacement donc t= ° Sc) 
3 


est un antidéplacement, donc y soit une symétrie orthogonale, soit une symétrie 


(o) (23) 
4)f(M) =r(M) équivauta f > er(M)- M .r est un déplacement et f? est un antidéplacement; alors Blissante. y(A) 7 р> A, 1 (AD) donc (AD)//(DC); or (AD (DO) - (D) 


fer estunantidéplacement. y(D)-C-A, L(DC) 
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Par suite y n'est pas une symétrie orthogonale doncy est une symétrie glissante y =t- 0S, eet, at .T- gof™.; Т(М,)= go f (M)-M,. t (M)* M, > AB =M, M. допс.АВМәМ; est un 
u и АВ H A 2* AB 2 2! 
y oy =1- oS, oS, of. ms, V oy(A)=y(D)=C => LA =С, parallélogramme. 


Ж Lg b- ø(A)=M,; Ф(р)= М,; AD-M,M,;orAD -AB car ABCD est un carré, 
2 AB-M2Mi car ABM?Mi est un parallélogramme. Par suite AD-M2Mi et AD 0 doncA # D. 


D D'où il existe un unique antidéplacement tel que o A) = Met ois М,. 
c- Ф(А) Met Ф(р) = М, ; атт Sanl) = (А) = M,; fe oS an (D) = ta UD) -M,.(estun 
antidéplacement ; tam, est un déplacement , S(a est un antidéplacement; donc La ° Sian est un 
antidéplacement ; феї гу, ° Зао Sont deux antidéplacements coincident sur deux points distincts 
А B 


donc 97 t San 


On a: Mi -f[M) ; M € (BD) Me f(BD); or (BD) = К, , (BD) -(AC) donc 


*si M, € (AC) 2 M, e (AI). 


VOJSD-VATDSTEAO)JeC- ес КА E(KIES обуу e Sgt *Si A =M; c'est-à-dire M =D саг R , (D)- A; AM i -0 ; 95 Sw 
2 2 (>) 


2) a- оп а: AB =Ар et АВ #0 car ABCD est un carré donc il existe un unique déplacement К tel que: “© —— ра : as Ls 

R(B) =A et R(A) =D. Si A M, => АМ. #0. М + D;alorsla forme réduite deg est: ф = t-z, ° Sian = Suy ^t— car АМ, 
Н Гар A, А Гл ' à est un vecteur directeur de (AI). 

b- on a: (AB;DA)s 5 [27]. R est un déplacement d'angle + 2kz , donc R est une rotation d'angle si'MappardéntaTs рата! еа (AC) oR M) eM: appartient a la droite qui passe par f(D)«A et 


Non ен R(W)2W pe ДАВ]; R(W)zW " ДАР}, | paralléle АС) =(Вр) 

"3 oi e centre de R: R(B) - А —Weme $ К(Аў= D >W eme ; par suite Si Му=А alors 9-t— Siar) = San 

W e med[AB]Nmed[AD]={1} donc pen з) Si M, * A M #0; опа: Q-tg San = Sa, Bram а) = Эл, IAP > ф=5,, ; avec Ау=тёа[АМу]. 
Iy 


Exercice 17; 1)ona B os; :M(Z) M (Z)) telqueZ'- Z; on cherche la rotation R tel que: 
3)g-R „°R ,,R , estun déplacement d'angle Z ; R , estun déplacement d'angle Z donc g 
Bp Ep Op 6 (D) 3 


К:М(2) 9 М (2); 2' = 12 +1 MCN 1; R d'angle Gg et de centre D 
1 


П T N 
tun dépl ! реБ = о = = В d'où =B: 
estun déplacement d'angle с + D z2kz , 2(р) кд Р? Sot В d'où g(D)-B; RoS 


soit W le centre de g. g(W)=W et g(D)=B donc WD =WB Soit О'=/[0); Zo. = -i0+1= |; OO Soit A(i) ; (А)=А"; Z, = -iZ, +1= Ak =0; А'=О;/[0)=0'; 
(WD;WB) - la]; avec (СРБ; СВ) = 5 zl; donc g =R ^ 
( 


eii M(Z)— М'(7') tel que 7'=-17+1./ = Ко S a donc f est un antidéplacement. 


Жу ДА)=0, A =і donc OAO' est un triangle rectangle et isocèle en О. 
2 о 

4) f= К, y $i К я) Т= 6°} '.Опа: Т(А)= go f (А) pts B; donc T(A)-B car f(D)-A Опа med|0O |+ med|AO] car (007) (OA) = {О} d'où f n'est pas une symétrie orthogonale donc f est 
А une symétrie glissante. 

don (А) = D.;fest un déplacement d'angle 2 .f! est un déplacement d'angle P 2) f s'écrit d'une maniére unique sous la forme f = tz 9$, = 5, of; ауес W un vecteur directeur de A. 


ff -t.98,958, of, foot. mi јо р estune translation; f o f (A) = f(O) = O' donc t0) 70 


С) 


g est ип déplacement d'angle E alors T est un déplacement d'angle^- 2*5 par suite T est une 


) e sic die équivautà 2W = АО! équivautà aff (W) - aff (АО) - -(1- i) 
translation de vecteur U .. T =t; = 1.(4) = В > 0 = AB parsuite Tt 2 2 

















5) f(M)2M; ; р(М)=М›. 2eme méthode: f° f: M(Z) O M'(Z') tel que Z'«-i(-iZ +1) +1 =-(7+1)+1=7-1+1 
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————————ÓM—M————————— WEE 
— —{ —i + n 4 ' ' т, ЗИЯ Cdi D ' 7 Г, 
ff estune translation de vecteur 4 d'affixe i+1; or f» f =t; donc | S d 3 os; : M(Z) 2 M'(Z)) tel que Z2Z i t Spa MJ» M'(Z)) tel que Z-Z €2i 
Hal 4 f*t.9S "Soit A«med[OA] avec A(0;2), f = 5, Sloi) Sloi) CMT 
Pu rr Ze et d'axe A, f(0) =0' donc К =0*0' un point de A avec Z, = Ud X4 2)A1: ye-2x, Az: у= 2x41; soitf(A1)24'. 
j M(x, y)e An Mil M' ; М(х, y"); 2=х+1у; Z'-x *iy; Z'2Z 42 
j == = Au 
f(A) =О donc E =А*О un point de A avec Z, = 7 donc A =(ЕК). X My'ex ly dle xi y) 
Exercice 18: 1) soient М(хм; ум) et N(xw; yu) deux points de P d'images respectives par f: М'(х'м; y'm) EEN 
et N'(x'n; y'n) = : : ys2-ys2-(-21) 824 2x 224 2x' 
ES Р Kë 3 EN n 2 ДА " SR * x TET 
М үка] {Учун cw) хи 3-и dire Ogg] MND ou Fedbserve Ауе Deet f(A) Aaf) ; М(х, Ale Az f(M)-M' хну'= x iy 22 х+1(2- y) 
les distances ; par suite f est une isométrie. DU 
2)soit М(х, y) үр KS de P; iie VL et seulement si (М) =M | lis ^s en eg f(Az)-Ai(**) 
УМ) = М = а" И sët e n E qui est impossible, donc f n'admet pas de point D'après (*) et (**) f(A, UA,)=A, UA, donc A, UA, sont globalement invariant par f 
у=х == — 3 2 2 
invariants. Exercice 20: 1)a- AI i AB = de = DJ car I-A*B et] zA*D , Al =D] #0 donc existe un seul 
3) f est une isométrie qui n'admet pas de points invariants donc f soit une translation soit une 2 2 D C 
symétrie glissante et d'après les expressions analytiques de f ; f n'est pas translation (car si f =t- déplacement f tel que f(A) =р et f(I) =], b) R cs Ma) = р; R oct M )= 7 ЧЕД 
2 1 N 


avec aff W = aif; Z'=Z+a@+iß avec a et В deux réels х=х+а | fet R, _„ deux déplacements qui coincident sur deux points distincts J 
; y-y*f e) pA PN 
IetAdonc f = А 
d А l B 


4)Il existe un seul vecteur и non nul et une droite A de vecteur directeuru tel que: f =t 0S, sat, (o) 


onaalors f e f =1. 05,05, °t, =t- о1- =t 2) g est un antidéplacement g(A) =D et ell =] 

, = SRATI] м а Nu а gsoit une symétrie orthogonale, soit une symétrie glissante. 
Si КО) =0' et f(0") =0" alors f» f(o) = О"; 1:(0) = 0"; u= 399 , O'(0; 3) et O"(3; 3) d'où u-3i*t3l» Supposons que р est une symétrie orthogonale : 

Es А)= D ' 
(0) =0' donc К=0*0' un point de A ; par suite A est la droite qui passe par le pont K et и sont vecteur "x ` jor (AD//(DJ); ce ci est impossible саг (AD (DJ) = (D); ce qui prouve que g n'est pas 
directeur. Su) 
Remarque: on peut déterminer analytiquement Sa on utilisant f = /- §, donc t -o f = S,. une symétrie orthogonale par suite g est symétrie glissante s'écrit d'une maniére unique sous la 
$ E EWL 4 A)=Ddonc A*D=Jė A З 
Soit М(х, y) un point de P on pose Mi(xi, у:)= М) et M'(x', y") 2t -(M,), donc M'-S,(M;) forme: g =t- 25, 2 S, et-, БА doncI*]e ^ J Jdonca=0). 
"c PES. 8759504: 80) 7t e Sq 0) t) J doncu IJ par suite g =t; Buet, 
M' =t -(M,) © 2 or + ч d'où 2 La droite est l'ensemble des points Б) fest un déplacement et aan est un antidéplacement; alors f »5,,,, est un antidéplacement. 
j y= »-5 HARTI текс NAR F:Sag(A) e f(A) 8D ; f: Sag(D = (1) =] 
A get f»5,,,, sont deux antidéplacements qui coincident sur deux points distincts, alors g = f о Sy) 
Браг Sa. Pour tout points МОС y) Mey fies Т К с) t= Sq o f San = $,°& = Su? Sun 9t; =! (translation de vecteur I ). 
i i . rto xy)ona: М = -Xt— 1 С и, 
eei n id i Ў ysxt- ý 2 3)a) fest un déplacement et g? est un antidéplacement; alors g™'o f est un antidéplacement. 
ext d$ САУ ЕСУ А 
3 Gi HA lr en donc g  » f est un antidéplacement fixe A et I donc g` o f =S y- 

En fin l'axe А def à pour équation =з. S'"eëtbssg" уг 


6)ó-(M e P: f(M)=g(M)} 

Meóe f(M)-ss(M)eg-f(M)eg-g(M)eg  f(M)eM e Say (M)e M M E (Al) 
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Exercice 19: 1)Soit W(2) t- : M (Z)— М'(7') tel que 7'=7+21. 

















Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collection : « Pilote » 


б —(AI) Be(Al)doncg(B) = (B) = Ron 8)7 A 
Ze 


а) f =R ост; 2,=1+1 f(M)=M'S 7—7, se (Z-2)e2Z--iZ 2i 
Fi 


һ)в=/ «Suy Sa "PAP: M(Z) 2 М (Z); telque:Z'=Z donc в: ЭР telque:Z' - -iZ« 2i - -i(-Z4-2). 


2 
5Ja)Pour n=0; AM, =АА'=0= 217 ; vraie pour п=0.5ирроѕопѕ que АМ э = 2nI] et montrons que 
AM ч = 2(э+1]7.ОпаАМ з S AM »+М „М 3,3, 0r 8 S, ets. 

gët "E: (Mo)  £(Mos.1) 2 Manz ; АМ, = 2nl] + 21] =(2п+2)ј. 
Donc d'après le principe де récurrence, 2nlj=AM,, . 
b) 21] - AM;, donc M} est un point de la droite qui passe par A et parallèle à (1). 
Donc M;,,, =в(М) est un point de la droite qui passe par g(A)- Det parallèle à g(1J)- (iJ). 
Exercice 21: (Е): Z? -2Z' -iZ«3-i-0 | 
1)а)2=-1; (-1y -2(-1? -i(-043- i =-1-2+1 +3—1 =0 donc -1 estune solution réelle. 
b)(Z*D(Z' +az+b)=0 & Z’ +Z?’ +aZ?+bZ+aZ+b=0 © Z^ +(1+a)Z?+(b+a)Z+b=0 


EIER R e пана (Е): (Z -3(2* 23243-i) 20 
e n Н T -1) = 
Б+а=—і ` (Asti e 


Az9-4(3-i)29-12*4i =-3+4i ; 
8^ =-3+2(2i)=-4+1+2(2i)=1+2(2i)- 4=1+2(2i)+ (2i)? =(1+ 2i? 8-142i 


З+1+21 3-1-2. 
2 


—2Z- 2+1; Z, 1-і 


2) ACD; Z,-1-i Z,-2*i. R z (В) e B2 72, =е?(03-7,)= (1-151) 


2, -i((1-i*1)4Z, =1+1+1-1=2 
AB =АВ' 


Donc Z, = 2i. 


b) 


ec aped Pour montrer que ABCB' est un carré il suffit de montrer que ABCB' est un 
(AB;AB ') -5Ux] 
parallélogramme. Montrons que: AB- B'C.2 -Z,22;-Z, e 1-i*1-24i-2i€2-i-2-i 
Donc AB = B C; par suite ABCB' un parallélogramme 
Or R, (B)- Boa (AB;AB) - rl (АВ) 1 (AB')et AB =АВ' Alors ABCB' est un carré. 
( 5) 


3) ҚА) «C; В) =В' 
a) Sı est un déplacement; Sas) est un antidéplacement. Donc 5 1° Siap) est un antidéplacement 
S, e S aa А) md S,(A) == C , 5, о Sias (B) = $, (В) = B' 
fet $,55,,,, sont deux antidéplacements coincident sur deux points distincts A et B alors f= S, eS 
b)f- S, 9$ ag) = Bue" Sian) 


(AB 
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tz :M(Z)— M'(Z') telque Z'=Z+(Z--Z,)=Z+1-(-1)=Z+2 
Donc tz 9$,:M(Z) 9 M (Z)) tel que Z'=(-Z-2)+2=-Z 


R :М(2) S M'(Z) tel que Z-£e*(Z-Z,2Z, zi(Z-(-0))-iziz-1-i 
) 


(B; 


ох 


Ta К S 9140, 9$,:M (Z2) э М (2') tel que 2'= i(-Z)-1-i--iZ -1-iDoncfestune rotation d'angle 
2 


ZZ et de centre qz Q(-1).Donc © = А; par suite f =R SE 
2 1+1 (AT) 


b) Soit M; et M2 deux points du plan tels que: Ф(М,) = М' et (M,) - M', 


ММ -|Z',-Z'|- üz, i -GZ, +i+D|=|i(Z, -2,)5|2,-2,|= М,М,, ф conserve les distances, 


donc c'est une isométrie. Soit M un point invariant par ø; alors ø (М) =M 
M(Z); Z-x*iy avec Dale IR? 
x-zytl 5 =у+1 


x+iy=i(x+iy)+i+l=i(x—iy)+i+1 équivaut a х+/у=у+1+1(х+1) © меш 


e k - y +1 ce qui est impossible; par suite ф estune isométrie qui n'admet pas des points invariants; 


donc ø soit une translation, soit ипе symétrie glissante? Оп а: 7'# Z +b donc ø n'est pas une 


translation d'oü ф est une symétrie glissante. , 9-1.o$,25$,ot-, 9(0)-0'; 2„= 0+ї+1=ї+1, 


9(0)20"; Zo =i(i+1)+i+1=i(-i+1)+i+1=2+2i фоф(0) = 0" ; фоф=1,- donc 
21-00% eu - 7 00* 


| 343i 
9(Q) = O' donc E =0*0' € А; Z, si, Ф(О')= О" donc F 0*0" € А; Z, == Q-t, 08 


c- 69А) = g(B)2 C; go (B) D; Z, 2-let Z, = -і @(А)= А; Z, =ї7,+ї+1=-ї+1+1=1=7, 


Ф(А)= C ф(В)= В alors Z, =17,+1+1= +) +1+1=1=2,; Ф(В)=0 


g déplaement ue 
donc goh est un antidéplacement 
hantidéplacement 


gohet ø sont deux antidéplacement qui coincident sur deux points distincts А et B donc ø= g oh. 


d ф= роћ= К of. — o8 Eum opi rush. =S on aS, 
x 9f, (xL): là (08) ? 29 uk)? т (0L) ? Э(ов) 
(0:59. 346 346 (0,5) 
9 = Sion 9 Sion) ° Sion) 9 Suy ® Bue = Sior? Suk) 95 кру 


6) soit y une isométrie qui transforme la paire (A; B) en la paire {B,C}, donc wy (A) =B et 


y (B) =C ou y (A) =C et y (B) =B. D'après ce qui précède il existe un seul déplacement g et un seul 
antidéplacement h transforment A en B et B en C. Cherchons les isométries y tel que y (A) =C et 
w (B) =B; il existe un unique déplacement y tel que y (B) =B et y (A) =C ; y est une rotation de 


centre B et d'angle (ВА;ВС)= 7 [2] ой y estune symétrie orthogonale d'axe (DB) = med[AC]. 
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у=у+1+1=у+2 


(EF) 


Exercices sur le chapitre « Déplacement et antidéplacement » Collection ` « Pilote » 


Г= Roy = Sur) ` Sun ` Sag; aVec E =В*С; Е =А*В саг (IE)N UF) = {Г} 2UE;IF) = zz] 
On a: (IE)// (AB) alors Bue ` Stas) = tic f Sag, ofgi опа: BC +0 et BC vecteur directeur de (IF) car 


(BC)//(IF).. Sun otz forme réduite une symétrie glissante. f = Syp, Stan Et Sur 


e Le 5 5 7 А 4 Ё SE ' ' 
4) $ rs tel que ; а PE М|(2,); М,(2,), eiis) 
#(М.„)= M', (Z', ). Montrer que: МуМ2=М'\М'› 

DU? Neen £z ES 5 exu S p mo s ы ей Ze: 
м.м" cb v2 721709 TEE = |= lg. SE "Zb: -Z|-M;M; 


D'où M1M2?-M'1M^,, par suite р conserve les distances donc c'est une isométrie. 


D ES ЖҮРГӨ VATES 
b-g(E) =Е'; Zp *iZ;,*—-—-—izi-4--i-2--2Z2,-2E-E'.;g(F)-F 
&(E) БАШ eh 2 125 8 gt 
CG 5 Sien 1, 5 5.. pol 55 bs: = = Е! = = 
Zeen ;! 2i iub sl ln? Ze >F=F'=g(E) Eet K(F)- Е 


C) g est une isométrie qui fixe deux points distincts E et F; donc g soit une symétrie orthogonale d'axe 
(EF), soit f identité org + idP саг7'+ Z j 
Exercice 22; 1)S4 est un déplacement d'angle л, t- estun déplacement 


d'angle 0 R Q2, ЧП déplacement d'angle. Donc fest un déplacement d'angle Si z2kz 
(8:7) 


d'où f est une rotation. Comme on a f(A) =A donc f = К, 


SL 
EN 


2) AB -BC «0 car ABCD est un carré, donc il existe un unique déplacement 
g du plan tel que g(A) =B et g(B) =C; g est un déplacement d'angle 


(AB;BC)s Slza] et de centre О = med[AB]Nmed|BC] ; g = R 


um 
3) Soit M un point du plan tel que (М) =g(M) équivauta ele f(M)- M 
g est un déplacement d'angle SZ g? est un déplacement d'angle — А Test ип déplacement d'angle 


E g'»f estun déplacement d'angle — T E = л,допс g'o f estune rotation d'angle л, 


g` » f estune symétrie centrale. Comme g^» (А) = g^ (A) R 2, (9 D. Donc g'ofzS,carl 


-A*D, Sı(M) =M doncI =M par suite fet g coincident en un seul point I. 
4) hestun antidéplacement donc h soit une symétrie glissante; soit une symétrie orthogonale 
donc h est une symétrie glissante ; h s'écrit d'une manière unique sous la forme й = tos, =S 91; 


= EI 1— 
avec и un vecteur directeur non nul de A. ; лол = Ls heh(A)2 C doncu = 746 


(KL) * 


h(A) =B donc K zA*B e A, h(B) =C donc L -B*Ce A, par suite A =(KL) ; h = fis? S 
5)a) S, - Rua: $4:M(Z) 2 MII tel que Z'»e"(Z-Z,)4 Z, »-(Z-(-0)-1- -Z-2 
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Conclusion: 1] existe quatre isométries transforment la paire La B) en la paire {В,С} sont: 
Ба К et 


(8:27, 
Exercice № 23: ^:2x-y 41-0 
2 


f-t.»S$,; và) est un vecteur directeur de A et dë, est un vecteur normal à A. Soit A le milieu de 


[MM'], On pose М(х,у), M'(x'y") et М"(х",у"). 


5(вр). 














S (М)=М'© u et MM sont colinéaires PN VEH 
а AEA N kk 
d t sw dE 
2 2 
x'zx42p gt ца сарая 
vr ан E 
Wie besen у -ytg* SY. DUM N De 
E EE x'-x'z1 X"-X-cl 
t; (M')2M"&M'M ee el уо 
srE(S8)s(4 8 cz 
x'z—--—x4—y4- 
Donc On a f(M)2M"& 2 В 1 est l'expression analytique de f. 
у"=—-—х+-у+— 
DJ АБ 5 
Exercice № 24 : 1) A, B etC sont alignés donc AB et AC sont colinéaires 
aff (AB e 
ө nd ышы SR EIN 
aff(AC) 22—24 20а 


2) a) Soitr la rotation de centre А et qui transforme C еп Е alors г = лт) саг (А©,АЕ)= [2] et 


par suite r:P—P ; М(®)ҥэ М'(2') ауес eei Опа r(C)- E & z, - iz, *(1-i)z,, or 
z,-a et z, »-b donc e--ib-(1-i)a 
n H 
b)Ona d Zei Pf2zp-e Se | Jr >f=ib+(1+i)a. On a AEFH est un parallélogramme 


donc FH - AE d'où z, -z, 72, -z, donc z,—-z, -e-a«f or e--ibra(1-i) etf=-ib+(1+i)a et 
par suite h zz, = —21Ь+а 

Опа h-z, -—-2ib--a , Оп а ACDE est un parallélogramme donc CD = AE d'où Zu —z, -z, -z, et par 
suite dzzy -z,—z,-z,-e-a-b-ib-ai-b 
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Collection : « Pilote » 
OK KEE =[|=2 et par suite ЕЕ=20А; aff FE AAEE 2208 Jie iiR -» (FE) (0) 
OA [25-24 a affOA а 
EZ ВО d-b 
b) EF LEE -*F |. | etpar suite BD- CH = cH moe єк = (BD)1 (cH 
ОА |20 -2 5 affCH h- KE 








Exercice № 25 :ABC : isocéle de sommet principale A or(ABAC) = 2021] etK - B*C 

(ai Ф(В) 2 C et ф(С)= B ; montrons que ф(К) = К К = B*COrqQ conserve le milieu 

donc ф(К) = Ф(В)*Ф(С) = C * B = К Montrons que ф((АК)) = (AK)on a(AK) L (BC) Or Q conserve 
l'orthogonalité donc Q(( AK)) L Ф((ВС)) d'ou Q((AK)) L (BC) orQ(K) = Ke (AK) > Ф((АК)) est la 
perpendiculaire à (BC) passant par K d’où Ф(АК) = (AK) (car (AK)-med [BC] 

b) Gest le cercle de diamètre | BC]donc (C) = cercle de diamètre ф([ВС]) = [BC]d'oà 

0(6)=6 Ae (AK) (Саг ABCest rectangle en A ) d’où Ф(А)є o((AK)) no(t) d’où 

e(A)e (АК)г\() с) Опа(АК) (С) ={А,А}ой А'=$, (A) 

je Loos si Ф(А) = Aetona ф(В) = C etQ(C) = B (donc ф # Idp car Q(B) # В) A est un point fixe 


or Q(K) = К > К est un point fixe donc q fixe deux points distinct AetK (et qz Іар) ой ф= Siak 


Am cas siQ(A )= А',опаф(к) = К = K est un point fixe раг « Montrons que К est un seul point а раг 


Фф Si М est un autre point fixe par фе! оп a Ф(В) = C donc Me méd[BC] et ф(А)= A donc 

Me méd[AA']d'oü Me méd[AA |o méd [BC] => M = K d’où ф admet un seul point fixe : c'est 

K> P= Коодо = (BC,CB) = n[2n]d'oà 9 - Вк = 5, 

2)а) К= А*А'= B*C or ABC est rectangle et isocèle > ABA C est un carré 

b) OnaB'A'- A'AcarB = A*B' (А'В) 1 (BB) = (A'B) = méd[AB']On a A'B'- AA'etA'B' 0 d'où 
il existe un unique déplacement R, К, (В) = A'etR,(A')- Ас) Опа ы ) - A'et ias )-Aor 


R,(B) - A ак (А )= A donc К, е Lu coïncident en deux points distincts d’où R, TT an *) Montrons 
7 (B,-) 


аек б=т. z 0na ф=5, => EST 01ка 7 R ж 0С R,09(AÀ) = К (А) = A > Aest le point fixe 
d'oü ROPER a 
3)а) rer (a0 r S f(B)-r „ (С)=А, в=г „ог zë 8(В)=г „(Су=А' 
(К; 5) (Ki) (K Si (^3) (К.-5) 
Бу) sta T 71,5,7S,0rf(B)2 А > 0= А*Вог I=A*B>f =S, 


i т SE LÁ u-BA'2AC mpm / 
)g Foot s Or В(В)= A == ВА АС [в ==, 


4) FOS ap) = SiS, = 1,08, = Sar OSa) OS janj 7 Bun, 205,46 = Lacus) = $к)08,46)0$,4в) =S 
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Devoir de synthése N^ 1 (Exemple 1) 
Exercice N° 1:1) c) ; 2) a) ; 3) a).4) c) 
Exercice N? 2 voir Exercice N? 20( Déplacement ) 
Exercice N? 3 : Voir Exercice N? 9 (Fonction réciproque) 
Exercice N? 4 : Voir Exercice N? 20 (Complexe) 


Exercice N* 5 : 1) а) (Е):2° -2(1*i)(sin8-i)z-*4sin0-0 ; 
ge ]-л;л] л'= 2i (sin 6-2isin0—1)-4sin0 —2isin' 0--4sinQ—2i—4sinO - 22i (1- sin? 0) 














(1-1) соз” 0 =[(1-1) сове]. 


= (1+1) (51п0—1)+(1-1)соѕ0 = (sin0- cos 1) * i(sin0- cos0—1) 
z" - (1+1) (sin9—i)- (1-1) cos0 = (sin Ө—созӨ +1) +1(вїп Ө+ соз 0—1) 


т T 
E admet des racines doubles & A =0 €» cos0 =0 et бє |-л;л| => 0 = P ou 0- © 


SE e 

b) z'- (1+1) (sin0- i) (1-i)cos0 - i(1-i) (sin0— i) 4 (1-i)cos0 

= (1- i)[cos0 & i(sin0- i) |= (1-i)( icc ca e M 

z' = (1*i)(sin8-i)- (17i)cos0 2 i(1— i)(sin9—i)- (1-i)cos0 = (1—1) )[7e658--i(sin0-i)] 
= (1-1)(1-соѕ0+ііп0+1) = (1-i)(17cos0-isin0) = (1-1) (1-е) 

2) А(1-1) ; В(-21) ; м(/2е°); "ise qu di ом, (= (1-i)(1- 6) 

а) z, =(1-i)(1+e°) = (1-i)e? +(1-1) = 2e “e” (1-1) (1-1) 


' ' ess Эз | 
Rappel :0 2kr ke Z ; L'application :f:P>P ; M(z)e» M'(z') tel que: z 2 e 2+0 est une 


дт 
4e? e 42+ 


Set A 


E E T 
rotation d'angle 0, de centre A d'affixe: z, = sz e *2+(1-1); -772 donc М, (z,) est 


ДӨ? 


l'image de M(z) par la rotation R d'angle Js de centre Q dont l'affixe 


“(КЕ 


2 





est "io 





“фый ки Ee 
!l BEEN Seal 1010520902. 
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LA 


Devoir de contróle № 1 (Exemple 1) 
—(2п+ 
Exercice № 1: A) 1) U,, ase, z(2n+1) 
2n+1 ` 


; lim U,, 21 et lim (О, л) = 1 
Mi EE 3n42 


im | 
n» n+ 


Donc (U,) est divergente. (Faux) 











Nob ей, а. ME e Ede аз) аа ЕА) 
2n° +1 Zu пж D "Gin —52(2п°+[) 2(2п°) 
Опа: 1 ты) ad. et lim к. la par suite lim S, = $ Vrai) 
(оч) AS 00а?) 4 
B))20);2)5c) З3)а)й, bjiii. 


Exercice № 2 : voir Exercice №8 (Continuité) Exercice № 3 : voir Exercice № 24 (Suites) 


Exercice № 4 : voir Exercice № 7 (Complexe) Exercice № 5 : voir Exercice № 14 (Complexe) 


Devoir de contróle № 1 (Exemple 2) 


Exercice N*1:4)1) H 922^ шай = lim e -1; UL, e rU, Let 
: Tm ue ч пә+= 2n т -1+2 ] mn 
lim U,, = lim n О. А 
^s donc (U,) estdivergente. (Faux) 
1 0 1 1 n-l 
2) EE EEN EE Me essei eg, : EEGEN Д 
SE 3 
ail 
g 1 n=l "sl = u 
"ONDE n Me Ta Pat ME as 
3 3 1+! 4 3 
3 


lim U, Sidi (Vrai) 
nee 4 4 


3) U, =f (U, 


)= 


B)I)b) ; 2)b) ;3)с 


f (6) 2 5 « U, = 6donc(U, ) est décroissante (Faux). 


Exercice № 2: voir exercice № 14 (Dérivabilité) Exercice № 3 : voir exercice № 23 (Suites) 


Exercice N? 4 : voir exercice N? 5 (Complexe) Exercice № 5 : Voir exercice № 19 (Complexe) 
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b) M d'affixe z = dief = [z| - J2 & OM = 4/2. Donc M appartient au cercle de centre О et de rayon V2. 


= 42 cos0 ME 
Pes gs xo i à 
(х;у) sont les coordonnés de М ; alors :4 y = J2sin0 ө | г, Lorsque 0 varie dans |-л; л] М 
: 0e Lac PIA 


décrit le cercle de centre О et de rayon JD .Comme M, = R (M) donc lorsque décrit ]-; x] ; M, décrit le 


cercle de rayon 42 de centre R(O)d'affixez' e *z-(1-i)-1-i-z, 


Lorsque Ө varie dans |-л;л] M décrit le cercle de centre A et de rayon ОА = 43 


hs Jos О 


=-——————=-—= 





ES (--(-) 


Zy— ZA -2i- (1-i) 





А T 
Construction de M, dans le cas ой Ө= n 





(ав ГАМ, Je s enn] e [2n]. Donc M, e [AT). 


жос» 5n E 
Ou T un point tel que (АВАТ) = xU D'autre part M, € &, oj 


et par suite ` M, = & „о, АТ) 


К уба Ө | 
3) а) Пе milieu de [M,M,] ; 2 EE (ein Ө+1)+1(вїп Ө—1) 
х=1+5іпӨ sinü-x-1 ТРЧЕ 
(х;у) > {у =зїпӨ-1‹Ф+у=(х-1)-1©® TER 
0€ Lan Өє Lan 


Lorsque 0 décrit Lal ; I décrit le segment [BB'] ой B'(2) 


be Gesi Säi On a M, +M, aff (ММ, =2, -z, (1-1) (Le) -(1-i)(1e*) 


- (1-i)(1- e^ 


-1-e?) --(1-i)(e" нет") = –2с050(1-1) = -2coseaft (OA) «> М.М, = -2cos00A 
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c) (M,M,)//(OA) avec (ОА):у=-х et (BB'):y sn > (OA).L (ВВ!) ; le produit des coefficients 
(м,м,) L (вв!) 
I- M,*M, e (BB' 
[M,M,] alors M, et M, sont symétriques раг rapport à (ВВ'): y =x — 2 L'ensemble des points 
M, = Siss) (M, ) 
et Ae (BB?) 


directeurs de (OA) et (BB") est égal à -1.Donc | ) et par suite (BB') est médiatrice de 


M, lorsque Ө décrit La zl M, décrit le cercle bus: Or | =M, décrit Sas) (E) = C 


4) a) E (z)e P tel que: = теп)" z*0 et z£-2i ; 


M(z)e reaf а) = (вм:ом)= Zi 
= (MB;MO) De = (Moi) e Za] 
Soit A'(-1— 





i) ;Опа OA'BA est un carré de sens 


direct (MO; MB) -^In] e (Мб; MB) = (o4 08)[s] -Donc Г est le cercle б/{О; B] avec Ç' est le 


cercle qui passe par O et B et tangente à la droite (OA!) en O. 








at 0 E^ D 
b) v ge La 91-3) Опа LLL (нее) — s ig Seg), 
ec [(1-i)(1+e°)]-(=2i) (1-i)(1+e°)-(1-i} 
gg е 
: в e?|e?4e ? ө 1° 
(1- Ой) еб el A elt 2cosce? COS— x 
1-0)(1+е н) dai „о (Ex (erp (9x57 (em s 
( i)( te +i) ZS e? ee? EC 5) „8 Sue (=) el ZNI 4) (9-1) 
v oe Exp -] ; (5-2) „А ga 
эа e 4 41 | % 
0 
cos— > 0 
CR 2 со5 — NL 
1” cas ЕЕЕ 1 TE e TIX— 78e * (forme exponentielle de - 
et ex(2- E] о [2+2 (3-1) Z +21 


соз > 
2 





2% cas : Si (2-3. Hed — е e = 2 (=) 
et SE 2, * 2i (2-1) 
2:4 2: 4 
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Devoi Collection : « Pilote » 
evoirs 


Devoir de synthése N? 1 (Exemple 2) 
Exercice № 1:1) с) ; 2) b) : 78) ^b) 
Exercice N? 2 : Voir Exercice N? 23 (Complexe) 
Exercice N? 3 : voir Exercice N? 10 (Déplacement) 
Exercice N? 4 : voir Exercice N? 17 (Fonction réciproque) 
Exercice N°5 I) 1) a) Faux ; b)Vrai ; c) Vrai 
2) а) 





II) on a lim x I0). Aart, 0 


(asymptote oblique au voisinage de +) 


f(x) 


a 
>> --|signifie lim. 
ау тешеди TT 


2)а) 
s (oin) Е 





+a=b=-l; 

















X 
b) 

" ! ls al, Ga: | 
Jh: ssl gilt Ja 14A jii pd. а cs Tm T 
= 42 -1(ua). 
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t(V2)«a/2 -/2 20 a-1d'oàf(x)- = H 


Ah SÉ T. AD A у= ENDI (ua) 


Devoirs Collection ; « Pilote » 


TM 


Ө 
ГЕЗА a e 
== geg eege G Zu est clair que Y 0e J-r;n[/ = arg| —— =-[л] et par suite 
2 z, *2i 4 


M, (2,)є l'-&, a / (0:B] 
Pour 87-7 ; Z4 =-2i = zy >M, = B;Pour 0-71; z, =0=2, 2 M, = O. Donc Mei, 


D'autre part ` 2, = (ѕіп0+соѕ0+1)+1(іпӨ-соѕ0-1) 


х2144/2 





2е%[ө-® +! (в-ж) 3s ч 


x =5іпӨ+соѕ0+1 5n 3n 
M, (x. y) 24y 2sin0-cos0-1 Bos 6-27 .1 0 Las 4 4'4 
kr " m беен [e a] 
К (0-2) e [-1:1] Мох 0-2) є[—\/2; 42] xe[1- 2:142] 


Donc lorsque 0 


cl 0-37 e [=] v Мон в-37) е T g ye[-1-42;-1442] 


varie dans La zl. le point M, décrit le cercle b) 
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